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LPRESENTATION DES ARTICLES. 

Le premier article, expose une Theorie Platoniste des fondations des mathematiques et de logique. Le 2 ieme 
article est a la fois une theorie de logique etudiant le hasard dans les nombres, et aussi une branche de la 
Theorie des nombres permettant notamment de donner une justification theorique aux Conjectures faibles et 
etendues de Goldbach. Chaque article est compose de 2 sous-article. 

Ces theories sont longuement commentees et presentees dans leur contexte dans le livre titre: Theories door 
2 ieme edition, auteurThierry Delort, Editions Books on Demand, Paris. 
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Article INTRODUCTION A LA LOGIQUE PLATONICIENNE-THEORIE DES ENSEMBLES 
Auteur :Thierry DELORT 
Date :30Octobre 2011 



Resume : 

Dans cet article, nous presentons une introduction a la Theorie Logique Platonicienne (TLP), cdest-a-dire une 
theorie mathematique basee sur le Platonisme. En particulier nous presentons une Theorie des ensembles 
Platoniste, ce qui nous conduit a obtenir ldexistence au sens Platonicien des concepts de bases en 
mathematiques. La TLP est fondamentale car elle permet de dormer une signification Platoniste aux 
mathematiques, c'est-a-dire basee sur ldexistence de concepts mathematiques dans un Espace mathematique 
Platonique, qui nOexiste pas dans les theories mathematiques de logique actuelles basees sur le formalisme. 

Nous voyons aussi comment apparaissent naturellement dans toute theorie des ensembles Platoniste 
les paradoxes classiques (de Cantor ou de Russel) et nous exposons comment la TLP evite ces paradoxes. 

A partir des bases de la theorie presentee dans cet article, il est possible de la developper pour obtenir 
une theorie mathematique de logique Platonicienne de lOensemble des mathematiques, ce qui sera fait dans 
un second article. 

Mots cles :Platonisme -theorie des ensembles- Paradoxes de Cantor et de Russel- fondations des 
mathematiques. 



1. INTRODUCTION 

La plupart des mathematiciens ont lQdee dome existence reelle des mathematiques, mais jusquGa 
present cette conception, le Platonisme, etait purement philosophique, les theories mathematiques de logique 
actuelle etant basees sur le formalisme. Le present article presente une theorie mathematique, et non 
philosophique, donnant une conception Platoniste des mathematiques. C'est-a-dire quGelle donne une 
signification reelle, c'est-a-dire dans un Espace mathematique Platonique, aux concepts mathematiques 
classiques. 

Nous verrons done comment cette Theorie mathematique de Logique Platonicienne (TLP) permet de 
montrer ldexistence au sens Platonique des concepts basiques classiques mathematiques. (Ensemble des 
naturels, des reels, espaces vectorielse ). 

Nous verrons que dans une theorie Platoniste apparaissent naturellement certains paradoxes 
analogues aux paradoxes classiques (de Cantor et de Russel) et comment ils sont evites par la TLP. 

Nous verrons quQl y a une profonde analogie entre la TLP et la theorie geometrique dCEuclide, 
notamment ldexistence dQin espace dans lequel existe des objets mathematiques, mais contrairement a la 
theorie dCEuclide, la TLP peut interpreter lOensemble des mathematiques modernes. 



2.AXIOMES DE LA TLP 

Le premier Axiome de la TLP est aussi le plus important. II utilise comme concept primitif le 
concept dCEspace Mathematique Platonique (EMP). Par « concept primitif », on entend de facon usuelle 
« concept dont le sens est compris intuitivement , et dont on nQitilise que les proprietes intuitivement 
evidentes». On rappelle que toute theorie mathematique utilise des concepts primitifs, et le concept primitif 
dCEspace Mathematique Platonique apparait fondamental dans la TLP. 
LoAxiome de base de la TLP est done : 

AXIOME 2.1 : 

a)Il existe un unique Espace mathematique Platonique. 

b)Les objets mathematiques existent dans cet Espace Mathematique Platonique. 

On voit que cet Axiome utilise aussi comme concept primitif le concept do « objet mathematique ». 
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LcEspace Mathematique Platonique (EMP) est analogue a un Espace Euclidien, plan Euclidien ou Espace 

Euclidien de dimension 3. Cdest pourquoi on utilise le terme do « Espace » pour le designer. Les objets 

mathematiques existent a lQnterieur de lui de facon analogue a la maniere dont les figures geometriques 

(cercle, droite ,spheree ) existent a lQnterieur du plan ou de IcEspace Euclidien. 

Cependant, lOanalogie nGest pas complete car on verra que IcEMP ne peut pas etre considere comme un 

ensemble contrairement a 1 (Espace Euclidien dans sa conception mathematique actuelle . Cdest pourquoi on 

dira quQin objet mathematique existe dans l&MP ou (simplement existe sQl est implicite quQl existe dans 

IcEMP), et non quQl est un element de IcEMP. 

On definit alors les concepts fondamentaux de la TLP : 

DEFINITION 2.2A) : 

Un ensemble A est un objet existant dans IcEMP defini par les objets quQl contient appeles elements de A qui 

sont des objets existants. 



On admet ldexistence des objets suivants : 
AXIOME 2.2B) : 

a) II existe un ensemble nOiyant aucun element, unique, appele « ensemble vide » et represente par U. 

b)Si a et b sont deux objets existants, alors le couple (a,b), constitue dQin premier terme a et dQin 2 ieme 

terme b, est un unique objet existant dans IcEMP . 

Comme consequence de la Definition 2.2A, on a aussi loAxiome : 

AXIOME 2.2C) : 

Si A et B sont 2 ensembles ayant les memes elements, alors ils sont identiques. 

Cet Axiome est la consequence immediate du fait quQin ensemble est defini par les elements quQl contient 
dQipres la Definition 2.2A. 

On emploiera aussi dans la TLP un concept primitif fondamental, qui est de considerer des objets 
mathematiques correspondant a une definition. On a alors les definitions fondamentales suivantes : 



DEFINITION 2.3 : 

On dira quGDn considere les objets mathematiques correspondant a une definition D(o) si : 
a)Tout objet mathematique O existant dans 1(EMP correspondant a la definition D(o), c'est-a-dire par 
definition pour lequel on a « D(O) est vraie », est parmi les objets consideres. 

b)Tout objet mathematique O existant dans IcEMP ne correspondant pas a la definition D(o), c'est-a-dire 
par definition pour lequel on a Non(« D(o) est vraie ») est parmi les objets non-consideres . 
c)On dira que la definition D(o) est binaire si pour tout objet mathematique existant O, on a ou bien « D(O) 
est vraie » ou bien Non(« D(O) est vraie »). 

d) On dira que la definition D(o) est coherent e si pour aucun objet existant O on a « D(O) est vraie » et 
Non(« D(O) est vraie »). 

e)Si on a une definition D(o), et si O est defini comme etant un symbole pouvant representer certains objets 
mathematiques tel quGDn ait : 

(i)« Oo est un objet mathematique correspondant a D(o) » est equivalent a « O peut representer Oo ». 
(ii)« Oo est un objet mathematique ne correspondant pas a D(o) » est equivalent a « O ne peut pas representer 
0„>>. 

(LGequivalence signifiant que les propositions sdentrainent mutuellement.) 
(iii)Il existe au morns un objet mathematique pouvant etre represente par O. 

On dira alors que O est un concept associe a D(o). On identifiera classiquement le symbole O avec un objet 
quQl peut representer. 

(Si on a seulement (i) et (ii), on dira que O est un symbole associe a D(o). 
On distinguera alors 2 sortes de concepts : 

-Si O peut representer tout objet correspondant a D(o), mais represente le meme objet partout ou il est utilise, 
on dira que O est un concept particulier associe a D(o). 



Theorie Mathematique Platoniste-Theorie Aleatoire des Nombres 



-Si les objets pouvant etre representes par O ou ne pouvant pas etre representes par O sont les merries 

quelque soient les objets representes par les concepts particuliers definis avant O, on dira que O est un 

concept general associe a D(o). 

On definit de facon analogues des symboles particuliers ou generaux associes a des definitions, mais on 

nQitilisera seulement des symboles particuliers. 

f)On dira quQin objet a appartient a un concept general O si a peut etre represente par le concept general O. 

On dira quQin concept Oi (general ou particulier) est inclus dans un concept 2 si tout objet pouvant etre 

represente par Oi peut etre represente par O2. 

On remarque que les concepts « un objet mathematique » et « lrEMP » sont partiellement definis par 
lcAxiome 2.1. On peut aussi considerer quQin objet mathematique est le concept general associe a la 
definition D(o) : « o existe dans lrEMP », et que lrEMP est un concept general primitif partiellement defini 
par lcAxiome 2.1. De meme, « un ensemble » est le concept general associe a la Definition 2.2A. LQin des 
concepts particuliers les plus courants sera de la forme « x est un concept particulier associe a la definition 
D(o) : « o est element de A », A etant un concept particulier qui peut representer seulement des ensembles. 

On nQitilise pas de la meme facon des concepts generaux et particuliers. Par exemple la definition 
D(o) :« o est identique a un ensemble » a exactement la meme signification que « D E (o) », D E (o E ) etant la 
definition associee au concept general « un ensemble », et a exactement la meme signification que « II existe 
A concept particulier associe a D E (o E ), tel que o est identique a A ». o G etant un concept general quelconque , 
la definition « o est identique a o G » a une des definitions equivalentes analogues. Done si E est le concept 
particulier associe a « o est un ensemble », E peut representer nQmporte quel ensemble quel que soit les 
objets representes par les concepts particuliers definis avant E. 

Au contraire si B est un concept particulier pouvant representer seulement des ensembles, si on definit apres 
la definition de B le concept particulier E associe a « o est identique a B », alors B representant un objet B () , 
E peut representer seulement ldobjet B . 

DEFINITION 2.4 : 

a)D(o) etant une definition, on dira quebn consider e des objets mathematiques correspondant a une definition 

D(o) qui existent si D(o) est binaire et coherente. 

b)On dira quQine definition D(o) est non-floue si D(o) est binaire et coherente et que D(o) est floue sinon. 

c)Si O est un concept (general ou particulier) associe a une definition D(o), on dira que O est un concept 

non-flou si D(o) est non-floue. (Et que O est flou si D(o) est floue). 

On dira done quQl existe un concept (particulier) non-flou associe a une definition D(o) si D(o) est non-floue 
et quQl existe au moins un objet correspondant a D(o). Si O est un concept non-flou, il peut representer au 
moins un objet et d&pres la Definition 2.3, pour tout objet existant Oo, ou bien « Oo peut etre represente par 
O », ou bien « Oo ne peut pas etre represente par O », et on ne peut avoir « Oo peut etre represente par O » et 
« Oo ne peut pas etre represente par O ». Ceci peut etre considere comme la definition dQin concept non-flou. 
Alors avec cette definition, on a bien d&pres la Definition 2.3e que si O est un concept associe a une 
definition D(o) non-floue, alors il est non-flou. 

Nous recherchons maintenant un Axiome permettant ddobtenir quQine definition D(o) est non-floue. 
Tout d&bord on remarque que les concepts mathematiques fondamentaux introduits dans la TLP (« un objet 
mathematique » qui peut representer tout objet mathematique, lrEMP qui represente un unique objet, « un 
ensemble ») apparaissent intuitivement comme des concepts non-flous. LcAxiome le plus simple permettant 
dQDbtenir quQine definition D(o) est non-floue serait celui qui admet que si une definition D(o) pour definir o 
utilise seulement des concepts non-flous, generaux ou particuliers, et des concepts primitifs classiques (« est 
identique a », « pour tout », « II existe (un et un seul », « couple », « premier-ou 2 ieme -terme »(dQin couple), 
« est element de »..) alors D(o) est non-floue. Cdest cet Axiome que nous admettrons : 

AXIOME 2.5 : 

a)Les concepts « un ensemble » (associe a la definition 2.2A)), « EMP », « objet mathematique », 

« ensemble vide » (Introduit dans IcAxiome 2.2B)) sont des concepts generaux non-flous appeles concepts 

primitifs . 

b)Si une definition D(o) utilise pour definir o seulement o ,des concepts non-flous (generaux ou particuliers) 

et des concepts primitifs classiques ayant leur signification usuelle parmi :« est identique a », « pour tout », 

« II existe (un et un seul)e (tel que) », « couple », « premier-ou 2 ieme - terme » (dQin couple), « Non », 

« et », «ou », alors D(o) est une definition non-floue. On dira que les concepts primitifs precedents sont des 
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concepts primitifs relationnels non-flous. On supposera de plus quOon utilise toujours un nouveau symbole 
pour definir un nouveau concept (ou un nouveau symbole) associe a une definition. 

On admettra done axiomatiquement dans cet article les points a) et b) de lcAxiome 2.5. Une 
justification theorique complete du point b) de cet Axiome fondamental de la TLP sera donnee dans un 
developpement ulterieur de la TLP, dans un second article. 

REMARQUE 2.5A) : 

a)Dans une definition non-floue, on peut done utiliser des symboles representant des concepts non-flous (Par 
exemple comme on le verra N, Qe ). 

b)On peut aussi dans une definition non-floue utiliser les symboles usuels « ( , ) » pour representer le concept 
primitif « couple » qui est non-flou dCapres lcAxiome 2.5. 

c)On peut aussi utiliser dans une definition D(o) non-floue des symboles c(o), associes a des definitions 
D(o c ) utilisant o et des concepts non-flous pour definir o c . Ainsi par exemple si a est un concept non-flou, on 
peut utiliser « (o,a) », symbole associe a D(o c ) : « o c est identique a (o,a) » dans une definition non-floue 
D(o). 

d)Si dans une definition D(o), on a , P et Q etant 2 propositions on a ldexpression 
« (Qou(Non(P))et(Pou(Non(Q)) », P et Q nQitilisant que o et des concepts non-flous, cette expression pourra 
etre utilisee dans une definition non-floue dCapres lcAxiome 2.5b). On ecrira classiquement « P est equivalent 
a Q » pour la representer, et done on identifiera « est equivalent », sQl est employe dans une definition dQin 
objet mathematique D(o), a un concept relationnel non-flou. (C'est-a-dire un concept relationnel pouvant 
etre utilise dans une definition non-floue. De meme on identifiera « sL.alors » a un concept relationnel non- 
flou. 

e)Il peut exister differents concepts particuliers associes a la meme definition. Pour cela il suffit dQitiliser des 
symboles differents. Par exemple si Oi et O2 sont associes a la meme definition D(o), Oi et O2 peuvent 
representer chacun ddeux un objet correspondant a D(o), mais ne representent pas necessairement le meme 
simultanement. 

f)En general on utilisera le concept primitif « il existe » dans une expression du type « II existe Oi concept 
particulier associe a Di(o) tel que D*(o,Oi) (D*(o,Oi) etant une definition) ». Alors pour quQin objet ao 
corresponde a la definition precedente, dCapres la signification du concept primitif « II existe », il faut et il 
suffit quQl existe un objet O10 pouvant etre represente par Oi tel quOon ait « D*(a () ,0io) est vraie ». 
g)Si D^o) et D 2 (o) sont des definitions (exactement) equivalentes syntaxiquement, c'est-a-dire ayant 
exactement la meme signification dCapres la signification des mots quOelles utilisent, et si Di(o) est non- 
floue, on considerera evidemment que D 2 (o) est non-floue. 

h)On mettra toujours explicitement « o G est le concept general associe a la definition D(o) » pour definir un 
concept general. Sinon, on supposera implicitement dans une definition « O est le concept associe a D(o) » 
que O est un concept particulier. De meme, si on definit A comme un concept non-flou associe a une 
definition, on supposera implicitement que A est un concept particulier associe a une definition non-floue. 
Sinon on definira explicitement A comme etant un concept general non-flou. 

Dans cet article, on utilisera seulement comme concepts generaux les concepts generaux propres a la TLP 
(EMP, objet mathematique) , et les concepts generaux classiques « ensembles », « ensemble vide », N,Q.. 
(dont on montrera loexistence). 

On remarque aussi que comme on lCa vu dans la definition D(o) : « o est un ensemble », si on a un concept 
general o 1G associe a une definition D](o), on peut toujours obtenir une definition utilisant un concept 
particulier Oi associe a D^oO a la place de o 1G - 

i)On verra que certains concepts generaux sont aussi des concepts particuliers, car ils representent un unique 
objet partout ou on les utilise ( ldensemble vide, lCEMP, N,Q,R..) 

j)Si un concept associe a une definition ndest pas a la fois general et particulier, il sera toujours necessaire de 
specifier sQl est un concept general ou particulier, sinon la signification dQine definition ldemployant ndest 
pas definie. 

REMARQUE 2.5B) : 

a)Un cas particulier est le cas ou D(o) emploie un symbole nCayant aucun sens par exemple « XYZ ». II est 
clair quOon ne peut pas utiliser lcAxiome precedent pour obtenir que D(o) est non-floue. Si par exemple D(o) 
emploie lrjexpression « a est element de o », alors si o nGest pas un ensemble il est impossible que o 
corresponde a la definition D(o) car si on a « a element de o », a etant nQmporte quel objet mathematique, 
cela entraine que o est un ensemble. Meme si D(o) emploie seulement les concepts definis a lcAxime 2.5, 
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elle peut n&voir aucun sens, par exemple « o element element ». Alors, tout en etant non-floue, aucun objet 

existant ne correspond a D(o) et done il ndexiste pas de concept associe a D(o). 

b)On remarque que d&pres IcAxiome 2.5, les definitions D c (o) : « o est un ensemble » (qui est exactement 

equivalente syntaxiquement a D E (o), si D E (o) est la definition dQin ensemble donnee en 2.2A , ou a « o 

appartient au concept « un ensemble » » ou a « II existe A concept associe a la definition dQin ensemble 

De(oe) tel que o est identique a A ») et D R (o) : « o est un ensemble et Non(o est element de o) » sont des 

definitions non-floues. 

c)On nQitilisera jamais directement la definition 2.2A dQin ensemble pour exprimer ses proprietes, mais 

seulement le fait quQl soit un concept non-fiou et des Axiomes de formulation tres simple comme IcAxiome 

2.2C. 

Supposons quODn considere des objets mathematiques correspondant a une definition D(o). On 
cherche a savoir sQl existe un ensemble A, concept non-flou dont les elements correspondent a la definition 
D(o). On a la definition suivante dQin tel ensemble : 

DEFINITION 2.6 : 

D(o) etant une definition, A est un ensemble non-flou dont les elements correspondent a D(o) si on 
a : 

A est un concept particulier non-flou qui peut seulement representer un ensemble, et pour tout objet existant 
O: 

(i) «0 correspond a D(o) (C'est-a-dire « D(O) vraie) » est equivalent a « O est element de A » 
(ii) « O ne correspond pas a O (C&st-a-dire Non(« D(O) est vraie ») est equivalent a « O ndest pas element 
deA. 

REMARQUE 2.7 : 

Dans la definition precedente, le concept primitif « est equivalent » signifie que si D](0) est 
equivalente a D 2 (0), alors D](0) entraine D 2 (0) et D 2 (0) entraine D 2 (0). (II n& done pas le sens du concept 
primitif « est equivalent » donne dans la Remarque 2.5A., mais celui utilise dans la Definition 2.3e). II 
semble que d&pres la signification du concept primitif « Non », on ait toujours (i) qui entraine (ii). 

Si on considere des objets mathematiques correspondant a une definition D(o) non-floue, c'est-a-dire 
binaire et coherente, on pourrait s&ttendre a ce quQl existe un ensemble dont les elements correspondent a 
D(o). Ceci equivaudrait a admettre IcAxiome suivant, que nous appellerons « Axiome Naif » : 

AXIOME NAIF 2.8: 

Si on considere des objets mathematiques correspondant a une definition D(o) non-floue, alors il 
existe un ensemble non-flou dont les elements correspondent a la definition D(o). 

Or cet Axiome est faux. On 1& appele « Axiome Naif » car il conduit aux memes paradoxes que la 
Theorie naive des ensembles. 

Montrons comment on obtient un paradoxe analogue au Paradoxe de Cantor a partir de IcAxiome 
naif 2.8 : 

Supposons quODn considere les objets mathematiques correspondants a la definition D c (o) « o est un 
ensemble ». On a vu que d&pres IcAxiome 2.5, D c (o) est non-floue cdest a dire D c (o) est binaire et 
coherente. Cependant si IcAxiome naif 2.8 est vrai, alors il existe un ensemble non-flou A c dont les elements 
correspondent a D c (o), alors admettant que tout sous-ensemble de A c est un ensemble existant (Ce qui est 
obligatoire si le concept « ensemble » a les proprietes des ensembles classiques), A c admet comme element 
chacun de ses sous-ensembles, et ceci est impossible car on est dans un cas analogue au Paradoxe de Cantor. 
On obtient aussi le paradoxe de Cantor dans la TLP, car dans cette theorie, et comme on le voit dans la 
Definition 2.2A) dQin ensemble, les ensembles ont les memes proprietes que les ensembles dans la theorie 
classique. Montrons cependant comment on lebbtient. 

On suppose done ldexistence du concept particulier non-flou A c . On remarque que d&pres IcAxiome 
2.2C, A c represente un unique ensemble. 

On considere alors la definition dQin sous-ensemble de A D sA c(o) : : « o est un ensemble et tout 
element de o est element de A c », qui est equivalente a « o est un ensemble et pour tout c(o) symbole associe 
a D(o c )« o c est element de o », c(o) est element de o ». Ce qui precede justifie qucbn peut considerer « est 
inclus », defini classiquement, comme un concept relationnel non-flou). D&pres IcAxiome 2.5, D s(A c) (o) est 
non-floue, et done si IcAxiome naif est vrai, il existe un ensemble non-flou P(A C ) (representant un unique 
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ensemble) dont les elements correspondent a D s(A c) (o). On a de plus P(A C ) est inclus dans A c puisque les 
elements de P(A C ) sont des ensembles. 

Pour tout s ( ) appartenant a P(A C ), on definit f(s ) par f(s )=So. Done f(so) existe necessairement. On 
dira classiquement quOon a defini une fonction f, la fonction « identite ». 

On considere alors lOensemble S={so/ So est element de P(A C ) et s nOest pas element de s }. S est un 
ensemble non-flou representant un unique ensemble si lcAxiome naif est vrai. 

De plus il est evident que S est inclus dans A, et done S est un element de P(A). 

On a f(S)=S. Si S ndest pas element de S, S est element de S, ce qui est impossible puisque S est un 
concept non-flou done « o est element de S » est coherente. De meme il es impossible que S ndest pas 
element de S. 

On a done une contradiction avec lOexistence de f(S), et done on est dans un cas analogue au 
Paradoxe de Cantor, car un objet ne peut a la fois exister et ne pas exister. 

(On sait plus generalement quQl ne peut exister une injection f de P(A) dans un ensemble A, 
considerant lOensemble S={s/ s est element de A , s a un antecedent par f et s nOest pas element de f '(s)}, on 
obtient que S ne peut avoir damage par f.) 

On remarque quQl nOest pas necessaire dditiliser lcAxiome naif pour obtenir lOexistence de S et de 
P(A C ), en supposant lOexistence de A c . II suffit dQitiliser la theorie des ensembles classiques, et on verra que 
dans la TLP, ils existent aussi si A c existe. On obtient done un paradoxe analogue au Paradoxe de Cantor en 
utilisant lcAxiome naif seulement pour obtenir lOexistence de A c . 

Montrons comment on obtient un paradoxe analogue au Paradoxe de Russel : 

Considerons les objets correspondants a la Definition D R (o)« o est un ensemble et Non( « o est un 
element de o ») ». On a vu que D R (o) etait non-floue dCapres lcAxiome 2.5 cOest a dire D R (o) est binaire et 
coherente. Supposons que lcAxiome naif 2.8 soit vrai. Alors il existe un ensemble A R non-flou dont les 
elements correspondent a D R (o). 

A R ne peut representer quQin unique ensemble dGapres lcAxiome 2.2C. 

Si « A R est element de A R » est vraie, alors A R ne correspond pas a D R (o), et done A R nOest pas 
element de A R , il est done impossible quOon ait « A R est element de A R » est vraie puisque dGapres lcAxiome 
2.5 la relation « o est element de A R » est coherente. 

Si on a Non(« A R est element de A R » est vraie), alors A R correspond a D R (o) et done « A R est 
element de A R », ce qui est impossible puisque la definition « o est element de A R » est coherente. II est done 
impossible quOon ait Non(« A R est element de A R » est vraie) 

Or ceci est impossible puisque la definition D(o) :«o est element de A R » est binaire dGapres 
lcAxiome 2.5 puisque A R est un concept non-flou, et done on a ou bien « A R est element de A R » est vraie, ou 
bien Non(« A R est element de A R » est vraie). 

On recherche done un Axiome de la TLP permettant dOobtenir lOexistence ddm ensemble non-flou A 
dont les elements correspondent a une definition D(o). On remarque que dGapres lcAxiome 2.2C, A ne peut 
representer quQin unique ensemble. 

II est clair quQine condition necessaire est que D(o) soit binaire et coherente. 

En effet, si D(o) nOest pas binaire, alors pour un objet O existant, on a ni « D(O) est vrai » ni 
Non(« D(O) est vraie »).I1 en resulte, dGapres la Definition 2.6, quOon ne peut pas avoir « O est element de 
A » (Sinon on a « D(O) est vraie »), ni Non(« O est element de A ») (Sinon on a Non(« D(O) est vraie »). Or 
ceci est impossible puisque la definition D A (o) :« o est element de A » est non-floue dGapres lcAxiome 2.5 
puisquOon a suppose A concept non-flou. 

Si D(o) nOest pas coherente, il existe un objet O tel quOon ait « D(O) est vraie » et Non(« D(O) est 
vraie ») . DGapres la Definition 2.6 et la Remarque 2.7, ceci entraine « O est element de A » et Non(« O est 
element de A »). Or ceci est impossible puisque la Definition D A (o) : « o est element de A » est coherente 
dGapres lcAxiome 2.5. 

Ainsi pour que A ensemble non-flou existe, il est necessaire que D(o) soit non-floue. 

Si o est un objet mathematique correspondant a une definition D(o), il est clair que la definition « o 
est un objet mathematique tel que D(o) » est plus complete que la definition « D(o) ». Cette notion permettra 
de comprendre intuitivement lOorigine des paradoxes comme ceux de Cantor et de Russel. On introduit done 
la notion de forme complete ddine definition : 

DEFINITION 2.9 : 
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D(o) etant une definition, on appelle forme complete de D(o) la definition : « o est un objet mathematique tel 
que D(o) ». 

Supposons que D(o) soit non-floue, et que tout objet correspondant a D(o) soit element dQm 
ensemble non-flou E. Puisque D(o) est binaire et coherente, il semble intuitivement certain quOil existe un 
sous-ensemble de E dont les elements correspondent a D(o), ce qucbn admettra axiomatiquement. On 
introduit done la definition suivante : 

DEFINITION 2. 10: 

Si on a une definition D(o) telle que tout objet Oo correspondant a D(o) soit element dQin ensemble 
(Qui doit etre le meme pour tout objet Oo correspondant a D(o)), alors on dira que D(o) est basique. 

II sera aussi utile dQntroduire dans la TLP les notions suivantes : 

DEFINITION2.il : 

a)Si on a une definition D(o,0 lv .,O n ) definissant o en utilisant les concepts particuliers Oi,..,O n , on dira par 

definition qudon considere la definition D(o,Oi,.,O n ) de parametres fixes Oi,..,O n si : 

-Pour lv .,O n representant simultanement les objets Oio,..,O n0 (ou de facon equivalente pour (Oi,..,O n ) 

representant la sequence (Oio,..,O n o) dont on montrera plus loin ldexistence), on considere la definition 

D(o,Oio,.-,O n o). Done la definition D(o,Oio,e ,0„o) nGest definie que si Oi,..,O n representent simultanement 

Oio,e ,O n o, et le concept 0(Oio,..,O n o) associe a la definition D(o,Oio,..,O n o) ne peut exister que si Oi,..,O n 

peuvent representer simultanement Oio,.-,O n o- 

b)SQl existe au moins une sequence (Oio,e ,O n o) representee par (Oi,..,O n ) et si pour chaque sequence 
(Oio,..»Ono) representee par (Oi,..,O n ) il existe au moins un objet correspondant a la definition 
D(o,Oio,e ,O n o), on dira que le concept particulier 0(Oi,..,O n ), associe a la definition D(o,Oi,..,O n ) de 
parametres fixes Oi,..,O n existe et est defini en fonction de Oi,..,O n . Dans ce cas, (Oi,..,O n ) representant 
(Oio,..,Ono), le concept particulier 0(Oi,..,O n ) est identifie au concept particulier 0(Oio,..,O n o). II depend done 
de la sequence (Oio,e ,O n o) representee par (Oi,..,O n ). Si en outre 0(Oio,..,O n o) ne represente quQin objet 
pour chaque sequence (Oi ,..,O n0 ), on dira que 0(Oi,..,O n ) est defini uniquement en fonction de lv .,O n (ou 
de (Oi,..,O n )) pour la definition consider ee. 

c)Oi,..,O n etant des concepts particuliers, on dira qu00i,..,O n sont fixes, (ou que (Oi,..,O n ) est fixe), si on 
considere quQl representent des objets Oio,..,O n o parmi ceux quQls peuvent representer simultanement. 
On dira que le concept (particulier) (Oi,..,O n ) existe sQl existe des objet Oio,e ,O n o qui peuvent etre 
representer simultanement par les concepts Oi,..,O n ). 

On verra plus loin et on admettra que si Oi,..,O n sont des concepts particuliers non-flous, alors le concept 
(Oi,.,O n ) existe toujours. 



REMARQUE 2.12: 

a)-Si on a une definition non-floue D(o,Oi,e .,O n ) de parametres fixes Oi,..,O n alors le concept particulier 

0(Oi,..,O n ) defini precedemment est le concept particulier associe a D(o,Oi,..,O n ) et est done non-flou. II 

pourra done etre utilise dans une definition non-floue d&pres lQ\xiome 2.5. 

-Si D(o,Oi,..,O n ) est une definition non-floue, d&pres la definition dome definition non-floue, pour tout 

Oio,..,O n o represented simultanement par Oi,..,O n , pour tout objet existant O, on a ou bien « D(0,Oio,e ,O n o) 

est vraie » ou bien Non (« D(0,Oio,.-,O n o) est vraie ») et on ne peut avoir « D(0,Oio,--,O n o) est vraie » et 

Non(«D(0,Oio,.-,O n o) est vraie »). 

Si par exemple on a 3 concepts 1(02,03), 02,03, Oi etant defini en fonction de O2 et O3, alors si (0 1,02,03) 
est fixe, (Oi(02,03),02,03) ne peut representer que des objets de la forme (Oio(02o,03o),02o,03o), ou (02,03) 
est fixe et represente (020,030) et 10(020,030) est un objet qui peut etre represente par le concept 

O,(0 2 o,0 3 o). 

b)Il est parfois utile de definir un concept particulier associe a une definition D(o,Oi,..,O n ) non seulement 
avec Oi,..,O n fixes mais aussi avec Ci,..,Ck d&utres concepts particuliers que Oi,..,O n fixes. Pour cela, on doit 
utiliser un nouveau symbole pour definir 0(Oi,..,O n ) (Ce qui sera toujours le cas si on definit un nouveau 
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concept) et de plus de le definir apres la definition de Oi,..,O n ,Ci,..,Ck par la definition D(o,Oi,..,O n ) pour 
Oi,e ,Ck fixes. 

Alors Oi,e ,O n ,Ci,..,Ck representant simultanement Oio,.-,Cko, 0(Oi,..,O n ) represente 0(Oio,.-,O n o) quelque 
soit Cio,e ,Cko- 

c)Si on a une definition D(o,Oi,..,O n ) de parametres fixes Oi,..,O n , avec O; defini en fonction de On,.., Oik®, 
alors O; ndest defini que pour Oii,..,O ik (i) fixes (par exemple a Oi i0 ,..,Oik(i)o), et alors Oi(Oii,..,O ik (i) ) peut 
representer les objets represented par le concept Oi(0no,..,0ik(i)o)- Done si O; est fixe on considerera aussi que 
0;i,..,Oik(i) sont fixes. 

d)Si on dit que le concept particulier 0(0i,..,0 n ) est defini uniquement en fonction de Oi,..,O n , il est 
important de preciser pour quelle definition. 

e)DCapres la Definition 2.10, une definition D(o,Oi,..,O n ) de parametres fixes Oi,..,O n est basique si pour tous 
objets Oio,.-,O n() pouvant etre represented simultanement par lv .,O n , tout objet O correspondant a 
D(o,Oio,.-,O n o) appartient a un ensemble existant, qui doit etre le meme pour tout O, avec lv ,O n fixes a 
Oio,.-,Ono, mais peut dependre de Oio,..,O n o- 

f)Soit A (Oi,.,O n ) un concept particulier non-flou associe a une definition D(o,Oi, .,O n ), Oi,.,O n etant des 

concepts particulier non-flous. Soit alors OQ,..,OQ n concepts particuliers non-flous tels que (OQ,..,OQ) soit 

inclus dans (Oi,..,O n ), e'est-a-dire que si (OQo,..,OQo) peut etre represente par (06>,..,OQ) alors il peut aussi 

etre represente par (Oi,..,O n ). 

II est evident alors que la definition D(o,OQ,..,OQ) est non-floue (car on remplace des concepts non-flous par 

des concepts non-flous), et quQl existe un concept non-flou B (OQ,..,OQ) associe a cette definition. 

De plus si (OQ o,.., OQo) peut etre represente par (06>,..,OQ), il est evident que le concept A (OQov,OQo) peut 

representer les memes objets que B (OQo,..,OQo). 

On pourra done ecrire B (OQ,..,OQ) sous la forme O a (OQ,..,OQ), qui est done alors un concept particulier 

non-flou. 

g)Si on a une definition non-floue D(o,0 lv .O n ) de parametres fixes les concepts non-flous Oi,..,O n , on peut 
utiliser dans D(o,Oi,..,O n ) dCapres lcAxiome 2.5 un concept non-flou A (0 A i,e ,0 A k) associe a une definition 
non-floue D A (o A ,0 A i,..,0 Ak ), avec par exemple A i,..,0 As sont parmi lv .,O n . Alors pour Oi,..,O n fixes a 
Oio,..,O n o, on doit considerer A (0 A i,.,OAk) pour Oi,..,O n fixes a Oio,..,O n o. Et done A (0 A i,e ,Om) 
represente le concept A (0 A io,..,OA s0 ,0 As+ i,..,0 Ak ), associe a D(o A ,0 A io,..,0 As0 ,0 As+ i,.,0 Ak ). 

h)Si A (Oi,..,O n ) est un concept non-flou associe a la definition D A (o,Oi,..,O n ) de parametres fixes les 
concepts non-flous Oi,..,O n et que pour tout i dans { l,..,n}, O; est defini uniquement en fonction des concepts 
non-flous On,..,Oik(i) , et done quebn peut ecrire O; sous la forme 0;(0;i,e ,0;k(i) ) alors il est evident que 
A (Oi,..,O n ) peut etre identifie avec le concept non-flou B (On,e ,Oy,e ,O n k( n )) associe a la definition 
D B (o,On,..,Oij,..,O n k(n) ) de parametres fixes On,..,O n k( n ) qui est la definition D A (o,Oi(On,..,Oik(i) 

,..,O n (O n i,..,Onk(n)))- 

i)On remarque que (Oi,..,O n ) pouvant representer plusieurs sequences (Oio,-.,O n o), on nCaura jamais un 
concept general associe a une definition D(o,Oi,.,O n ) de parametres fixes Oi,..,O n , car alors les objets quQl 
represente dependent des objets Oio,.-,O n o representes par Oi,..,O n ce qui est contraire a la definition dOin 
concept general. 

j)Une definition D(o) peut etre associee a un concept general si, en definissant o, D(o) nQitilise aucun 
concept particulier defini avant D(o) qui nOEst pas un concept general. Alors les objets correspondant a D(o) 
sont completement independants des objets representes par les concepts particuliers definis avant D(o). Si 
cela est le cas on dira que D(o) est une definition generate. 

Si on exprime une definition D(o) sous la forme dome definition D(o,Oi,e ,O n ) de parametres fixes Oi,..,O n , 
on supposera toujours que pour definir o, D(o,Oi,..,O n ) n&tilise aucun concept particulier defini avant D(o) 
excepte Oi,..,O n . En effet si D(o) utilise un autre concept particulier O n+ i et que celui-ci ndest pas fixe, alors 
D(o,Oi,..,O n ) nGa pas de sens sauf si O n+ i represente un unique objet. Et done pour definir o les seuls concepts 
particuliers utilises par D(o,Oi,..,O n ) sont les concepts particuliers Oi,..,O n , et des concepts particuliers 
definis a lQnterieur de D(o,Oi,..,O n ) ou sont aussi des concepts generaux. Et done si Oi,..,O n sont aussi des 
concepts generaux, alors D(o,Oi,..,O n ) est une definition generale. 
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Si on exprime un concept particulier sous la forme 0(Oi,e ,O n ), on supposera toujours implicitement quQl 
est associe a une definition de la forme D(o,Oi,..,O n ). 

Si A est un ensemble dont les elements correspondent a une definition generale D(o), alors on pourra 
considerer que A est un concept general, car il represente un ensemble independant des objets representes par 
les concepts particuliers definis avant lui. 

k)Dans certains cas un concept general associe a une definition D G (o) peut representer toutes les sequences 

pouvant etre representees par un concept particulier (Oi,..,O n ), Oi,..,O n etant des concepts particuliers. Ceci 

est le cas si Oi,.,O n sont definis dans Dg(o) a partir de concepts generaux et que dans Dg(o) o est defini par 

« o est identique a (Oi,..,O n ) ». 

Plus generalement un concept general associe a une definition D G (o) peut representer tous les objets 

representes par un concept particulier 0(Oi,..,O n ), Oi,..,O n etant des concepts particuliers. (Et done tous les 

objets pouvant etre representes par O(0io,e ,0„o), avec (Oio,..,O n o) peut etre represente par (Oi,..,O n )). 

Ceci est le cas si Oi,..,O n sont des concepts particuliers definis dans D G (o) a partir de concepts generaux, et si 

dans D G (o) o est defini par une definition D(o,0 lv .,O n ) de parametres fixes lv .,O n . Alors 0(Oi,..,O n ) est le 

concept associe a D(o,Oi,..,O n ). 

On remarque que si on remplace dans D G (o) D(o,Oi,..,O n ) par « o est identique a (Oi,..,O n ), on obtient une 

definition generale D* G (o) telle que le concept general associe a D* G (o) peut representer toutes les sequences 

pouvant etre representees par (Oi,..,O n ). 

On utilisera aussi le concept fondamental de definition recursive Platoniste : 

DEFINITION 2.13 : 

Une definition recursive Platoniste est definie par la donnee de son premier terme t, dQine propriete 

recursive et dQme clause de recursion telle que : 

(i)Le premier terme de la definition recursive est un concept particulier non-flou ayant la propriete recursive. 

(ii)Si q est un terme de la definition recursive qui est un concept particulier non-flou, alors le clause de 

recursion definit un successeur s(q) de q dans la definition recursive, qui est un concept particulier non-flou 

defini uniquement en fonction du concept q et qui a la propriete recursive. Ainsi s(q) doit etre defini par une 

definition du type D(o,q). 

II est evident que si on a une definition recursive Platoniste, t etant le concept particulier non-flou 
premier terme de la definition recursive, s(t), s(s(t)),e ..,s(e (s(t)..) termes de la definition recursive sont des 
concepts non-flous definis uniquement en fonction du concept t. II semble alors intuitivement evident quQl 
existe un ensemble dont les elements sont les termes de la definition recursive, et qui est defini uniquement 
en fonction de t. Ceci signifie quQl existe un ensemble non-flou A(t) defini uniquement en fonction de t et 
dont les elements correspondent a la definition : D R (o) : « o est un terme de la Definition recursive de 
premier terme t ». Nous admettrons Axiomatiquement ldexistence de A(t). 

Finalement, lQ\xiome permettant debbtenir loexistence ddensembles dans la TLP, dont certains points 
ont ete justifies precedemment et d&utres sont admis dans la Theorie classique des ensembles (qui doit etre 
vraie dans la TLP) est le suivant : 

Dans cet Axiome : 

-On rappelle quQin ensemble non-flou est un concept (particulier) non-flou pouvant representer seulement un 
ensemble). LorsquODn ecrira que A et B sont des ensembles non-flous, cela supposera toujours que le concept 
(A,B), defini en 2.11 existe. 

-A et B etant 2 ensembles, A est inclus dans B signifie classiquement « tout element de A est element de B ». 
Ceci signifie qufjon pourra identifier le concept « est inclus » (entre 2 ensembles) a un concept primitif non- 
flou (Axiome 2.5b), sQl est utilise dans une definition non-floue D(o) entre des ensembles non-flous ou o et 
un ensemble non-flou ). 

- On utilisera la propriete evidente ddnclusion reciproque, e'est-a-dire que si A et B sont 2 ensembles non- 
flous et si on a A est inclus dans B et B est inclus dans A, alors A est identique a B. (Ceci est la consequence 
de IcAxiome 2.2C). 

-Si on donne une definition sous la forme D(o,Oi,..,O n ), Oi,..,O n etant des concepts non-flous, on supposera 
alors toujours implicitement que D(o,Oi,..,O n ) est une definition de parametres fixes Oi,..,O n . 
-On rappelle aussi que si on definit A comme etant un concept non-flou, on supposera implicitement que A 
est un concept particulier non-flou. 
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AXIOME2.14: 

a)Si x est un concept (particulier) non-flou ne pouvant pas representer IcEMP, alors il existe un ensemble 
non-flou note {x}, dont les elements sont ceux correspondant a la Definition D(o) de parametre fixe x : « o 
est identique a x » . II est evident, utilisant la propriete dQnclusion reciproque que { x } est defini uniquement 
en fonction de x. 

b)Pour toute Definition recursive Platoniste D R , il existe un ensemble non-flou A(t), defini uniquement en 
fonction de t premier terme de la Definition recursive D R , et dont les elements sont ceux correspondant a la 
Definition D R (o) :« o est un terme de la Definition recursive D R de premier terme t ». 

c)Si A et B sont 2 ensembles non-flous, alors : 

-II existe un ensemble non-flou AxB dont les elements sont ceux correspondant a la definition D(o) de 

parametres fixes A,B: « II existe a element de A et b element de B tel que o est identique a (a,b) ». II est 

evident que ce concept particulier non-flou est defini uniquement en fonction de A et B. 

-II existe un ensemble non-flou P(A) dont les elements sont ceux correspondants a la Definition D(o) de 

parametre fixe A « o est inclus dans A » (equivalente a la Definition D(o) : « o est un ensemble et pour tout 

concept c(o) associe a la Definition D(c(o)) :« c(o) est element de o », c(o) est element de A », qui est non- 

floue dCapres lcAxiome 2.5)). II est evident que P(A) est defini uniquement en fonction de A. 

-II existe un ensemble non-flou AUB dont les elements sont ceux correspondant a la Definition non-floue de 

parametres fixes A,B: D(o)« o est element de A ou o est element de B ». De meme, il est evident que AUB 

est defini uniquement en fonction de A et B. 

On pourra montrer simplement quQl existe aussi des ensembles non-flous Az B et A/B, definis de facon 

analogues a AUB, et definis uniquement en fonction de A et B. 

d)Si A est un ensemble non-flou et pour tout a element de A on a defini un ensemble non-flou B(a) defini 
uniquement en fonction de a et de A, alors il existe un ensemble non-flou UA(B(a)) dont les elements 
correspondent a la definition non-floue D(o) de parametre fixe A: « II existe a element de A tel que o est 
element de B(a) ». II est evident que cet ensemble est defini uniquement en fonction de A. 
On pourra montrer simplement utilisant cet Axiome 2.14 quQl existe un concept non-flou Z A (B(a)), defini de 
facon evidente, et defini uniquement en fonction de A. 

e)Si D(o) est une definition non-floue basique, alors il existe un ensemble non-flou dont les elements 
correspondent a D(o). II est evident que cet ensemble est unique. Ceci est aussi vrai si on a des concepts 
particuliers non-flous Oi,e ,O n , et quODn a la definition basique et non-floue D(o,Oi,..,O n ) de parametres 
fixes Oi,..,O n . Alors, on obtient ldexistence dQm concept non-flou A(Oi,..,O n ), defini uniquement en fonction 
de (Oi,e ,O n ) et dont les elements correspondent a D(o,Oi,e ,O n ) . Ainsi, si (Oi,..,O n ) represente (Oio,..,O n o), 
il existe un unique ensemble A(Oio,..,O n o) dont les elements correspondent a D(o,Oio,-.,O n o) 

REMARQUE 2.15 : 

a)On remarque quden 2.14a), on a mis la condition que x ne peut pas representer IcEMP. En effet, IcEMP est 
un objet mathematique extremement particulier, et on a done choisi dans la TLP quQl ne puisse pas etre 
element dQin ensemble. De plus, on remarque que dans les paradoxes de Cantor et de Russel, dans les formes 
completes (Definition 2.9) des definitions considerees D c (o) et D R (o), le concept « objet mathematique » est 
defini en utilisant ldexpression « existe dans IcEMP ». Au contraire, dans la forme complete dQine definition 
D(o) basique, on peut identifier le concept « objet mathematique » a un concept representant lQelement dOm 
ensemble existant. Tout lcAxiome 2.14 se comprend intuitivement si on considere que pour quQin ensemble 
non-flou dont les elements correspondent a une definition D(o) existe, il faut quODn puisse considerer que o 
doit etre defini dans la forme complete de D(o) a partir de ldensemble vide , ddensembles non-flous et sans 
utiliser ldexpression « existe dans IcEMP ». 

b)On voit dans lcAxiome 2.14 que tous les concepts dont on obtient ldexistence sont non-flous. En effet, le 
concept de « concept non-flou » est essentiel dans la logique Platonicienne, et done on doit toujours si 
possible nQntroduire que des concepts non-flous dans la TLP, afin que les Definitions utilisant ces concepts 
non-flous soient elles aussi non-floues dCapres lcAxiome 2.5. 

c)On remarque que dGapres lcAxiome 2. 14e), si D(o) est basique et non-floue mais quQl nOexiste aucun objet 
correspondant a D(o), alors il existe un ensemble non-flou dont les elements correspondent a D(o) et qui est 
lOensemble vide. 
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d)On remarque que lcAxiome 2.14 ne permet pas dGobtenir un ensemble ayant IcEMP comme element, 
lCEMP nGetant ni un ensemble ni un couple. Cependant un ensemble pourra contenir un couple dont IcEMP 
est Qui des termes. 

e)Il est possible quGon puisse obtenir un Axiome 2.14 plus court. Par exemple on n&itilisera pas dans cet 
article le point d) de cet Axiome. 

Nous allons maintenant etablir des Lemmes et Propositions fondamentaux, qui nous permettrons 
dGobtenir plus loin ldexistence de concepts generaux non-flous de la TLP qui pourront etre identifies aux 
concepts classiques. 

LEMME2.16: 

A etant un ensemble non-flou , alors il existe un ensemble note e(A), defini uniquement en fonction 
de A, quGon peut representer par : 

e(A)={ {x}/x est element de A}.({x} represente le concept particulier non-flou introduit en 2.14a)) 

Preuve : 

DCapres la Remarque 2.15d), on supposera que A ne contient pas IcEMP comme element. 

A etant un ensemble non-flou, x etant le concept non-flou associe a « o est element de A », on sait 
dCapres 2.14a) que le concept non-flou {x} existe et est defini uniquement en fonction de x. On considere 
alors la Definition D(o) de parametre fixe A: « II existe x element de A tel que o est identique a {x} ». Cette 
definition est non-floue dCapres lcAxiome 2.5. De plus il est evident que « D(o) est vraie » entraine que o est 
element de P(A), P(A) etant un concept non-flou dCapres lcAxiome 2.14c). Et done dCapres lcAxiome 2. 14e), 
il existe un ensemble e(A) dont les elements correspondent a D(o). Si A represente ldensemble vide, il est 
evident que e(A) represente aussi ldensemble vide. DCapres lcAxiome 2.14e, e(A) est defini uniquement en 
fonction de A. 

En accord avec la Remarque 2. 15d), e(A) ne contenant que des ensembles, il ne peut avoir IcEMP 
comme element. 

PROPOSITION 2. 17: 

A et B etant 2 ensembles non-flous, il existe un ensemble non-flou, note F(A,B), defini uniquement en 
fonction de A et B, quOon peut identifier a lOensemble des applications de A dans B. 

Preuve : 

A et B etant 2 ensembles non-flous, dCapres 2.14c), il existe un ensemble non-flou P(AxB) defini 

uniquement en fonction de A et B, defini en 2.14c). 

On considere alors la definition de parametres fixes A,B: 

D(f) : « f est un element de P(AxB) et pour tout a element de A, il existe un et unique element de f de 

premier terme a ». (On peut considerer qu « un element de f » est le concept c(f) associe a « c(f) est element 

de f »). 

Cette definition est evidemment basique et elle est non-floue dGapres lcAxiome 2.5. Done dGapres lcAxiome 

2.14e), il existe un ensemble non-flou F(A,B), defini uniquement en fonction de A et B, dont les elements 

correspondent a D(f). II est evident que F(A,B) convient. 

REMARQUE 2. 17A: 

a)Si f est element de F(A,B), et si a est element de A, on appellera classiquement idmage de f par a, et on 
notera f(a) le concept associe a « (a,o) est element de f », defini uniquement en fonction de f,a, qui est non- 
flou dGapres lcAxiome 2.5. 

b)Si i est un concept non-flou representant seulement des elements de A, g etant un concept non-flou 
representant seulement des elements de F(A,B) alors g(i), concept associe a la definition D(o) :« (i,o) est 
element de g » est un concept non-flou dGapres lcAxiome 2.5, et evidemment defini uniquement en fonction 
de g et i. On peut done utiliser de tels concepts g(i) dans des definitions non-floues. 

c)De meme si on a une definition D(o), quGon a un concept non-flou g representant seulement des elements 
de F(A,B) et que dans la definition D(o), un symbole c(o) soit associe a une definition utilisant seulement o 
et des concepts non-flous pour definir c(o), alors g(c(o)) etant un symbole associe a la definition D(o g ) : 
«(c(o),o g ) est element de g » e'est-a-dire « o g est lQmage de c(o) par g » utilise seulement o et des concepts 
non-flous pour definir o g , et done une definition non-floue pourra utiliser le symbole g(c(o)). De meme, si on 
a une definition D(o) dans laquelle o est une application, et que i est un concept non-flou, D(o) pourra utiliser 
le symbole o(i) en etant non-floue. Ce qui precede justifie que le symbole « ( ) », utilise dans une 
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expression « o( ) » ou « f( ) », f etant un concept non-flou ne pouvant representer que des applications, peut 
toujours etre utilises dans une definition non-floue D(o), et done peut etre considere comme un concept 
relationnel non-flou. 

LEMME2.18 : 

a)A et B etant 2 ensembles non-flous non vides, si a est un concept pouvant representer tout element de a de 
A et si on a un concept non-flou f(a,A,B) associe a une definition D(o,A,B) et defini uniquement en fonction 
de a, A et B pouvant representer seulement un element de B, alors il existe un concept non-flou f associe a la 
definition Df(o,A,B) : « o est un element de F(A,B) et pour tout element a de A, f(a,A,B) est lQmage de a par 
o » defini uniquement en fonction de A et B. 

b)Dans de nombreux cas f(a) ndest pas defini uniquement en fonction de a,A,B, mais en fonction de 
a,A,B,Oi,e .,O n , Oi,e ,O n etant des concepts non-flous. Alors si A,B, Oi,..,O n etant fixes a est un concept 
pouvant representer tout element a de A, et f(a,A,B,Oi,..,O n ) est un concept non-flou associe une definition 
D(o,a,A,B,Oi,..,O n ) est defini uniquement en fonction de a,A,B,Oi,..,O n et peut representer seulement un 
element de B, alors il existe un concept non-flou f associe a la definition de parametres fixes A,B,Oi,..,O n 
Df(o,A,B,Oi,..,O n ) : « o est un element de F(A,B) et pour tout a element de A, lQmage de a par o est 
f(a,A,B,Oi,..,O n ) », f etant defini uniquement en fonction de A,B,0 lv .,O n pour cette definition. 

Preuve : 

a)D&pres l6\xiome 2.5 et la Remarque 2.12, Df(o,A,B) est une definition non-floue puisque f(a,A,B) est un 

concept non-flou. 

On considere alors la definition Di(o) de parametres fixes A,B: 

Di(o) : « II existe a element de A , tel que o est identique a (a,f(a,A,B) ». 

D&pres la Definition 2.11, elle signifie , A,B etant fixes representant Ao,Bo : 

« II existe un element ao de Ao tel que o est identique a (ao,f(ao,Ao3o) (Ce qui ndest possible que si f(a,A,B) 

est defini pour (a,A,B) representant (ao,Ao3o) ». 

Puisque « Dj(o) est vraie » entraine o est element de AxB, D(o) est basique. 

De plus Di(o) est non-floue dGapres lcAxiome 2.5 et la Remarque 2.12a). 

Done dGapres lcAxiome 2.14e) il existe un ensemble non-flou f!(A,B) defini uniquement en fonction de A, B 

et dont les elements correspondent aDi(o). 

Pour A,B fixes representant A et B , il est evident que fi(A ,Bo) correspond a la definition Df(o,Ao,Bo)- 

Done il existe un concept non-flou f(A,B) associe a la definition Df(o,A,B) et on montre aisement quQl est 

defini uniquement en fonction de A et B. 



b)Pour obtenir que ,A,B,Oi,..,O n etant fixes , a peut representer tout element a de A, il suffit dGapres la 
Remarque 2.12b) que le concept a associe a la definition « o est element de A » soit defini par un nouveau 
symbole apres la definition de A,B,Oi,..,O n et pour A,B,Oi,..,O n fixes. 

II suffit ensuite de remplacer Di(o,a,A,B) par Di(o,a,A,B,Oi,e ,O n ). Alors on utilise le concept 
f(a,A,B,Oi,..,O n ) a la place du concept f(a,A,B). 

On remarque que si a etait defini avant Oi,..,O n et que par exemple Oi etait defini en fonction de a, alors 
meme si f(a) etait defini uniquement en fonction de a,A,B,Oi,..,O n , Oi fixe a do entrainerait dGapres la 
Definition 2. lid que a fixe par exemple a ao, et done alors seule lQmage de ao serait defini pour Oi fixe a 
Oio. Et done on nGobtiendrait pas de fonction f definie uniquement en fonction de A,B,Oi,..,O n . 



LEMME2.19 : 

A et B etant 2 ensembles non-flous ne pouvant pas representer lQensemble vide et f etant une application de 
A dans B, alors pour tout b dans B il existe un ensemble non-flou, note f '(b) dont les elements correspondent 
a la definition D(o,b,f) : « b est lQmage de o par f » (ou « (o,b) est element de f »), qui est defini uniquement 
en fonction de f et b. 

Preuve : 
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Soit A, B 2 ensembles non-flous, f le concept associe a la definition de parametres fixes A,B « o est element 

de F(A,B) » et b le concept associe a la definition de parametre fixe B :« o est element de B ». 

f et b sont des concepts non-flous dCapres lcAxiome 2.5 et le Lemme 2.17. 

On consider e alors la definition de parametres fixes f et b: 

D(o,b,f) : « (o,b) est element de f » 

II est evident que D(o,b,f) est basique et qu Qelle est non-floue dCapres lcAxiome 2.5. 

Done il existe dCapres lcAxiome 2.14e) un ensemble non-flou f'(b) dont les elements correspondent a 

D(o,b,f),et qui est defini uniquement en fonction de f et b. 

On a aussi le Lemme : 

LEMME 2.20 : 

A etant un ensemble non-flou ne pouvant representer ldensemble vide, p(A) etant le concept associe a « o est 
element de P(A) », il existe un concept non-flou f associe a la definition de parametres fixes A,p(A) : 
Df(o,A,p(A)) : « o est element de F(A,{U,{U}}) et pour tout a element de A (a est element de p(A) ») est 
equivalent a (lQmage de a par o est { U}) », f etant defini uniquement en fonction de A et p(A). 

Preuve : 

On suppose done que A ne peut representer ldensemble vide. 
Nous representerons U par le symbole et { U} par le symbole 1. 

U est un concept non-flou representant un unique objet dCapres lcAxiome 2.5 et done { U} est un concept non- 
flou representant un unique objet dGapres lcAxiome 2.14a). { U,{ U} } est un ensemble non-flou representant un 
unique objet dGapres lcAxiome 2.14. 

A etant un concept non-flou et p(A) etant le concept associe a « o est element de P(A) », dGapres lcAxiome 
2.5 p(A) est un concept non-flou. 

Done dGapres lcAxiome 2.5 et la Remarque 2.5A definissant le concept « est equivalent », Df(o,A,p(A)) est 
non-floue. 

On definit alors le concept a associe a « o est element de A » pour A,p(A) fixes, (a est done un nouveau 
symbole defini apres les concepts A et p(A) et peut representer tout element a de A pour A,p(A) fixes 
dGapres la Remarque 2.12b et le Lemme 2.18). 

On considere la definition de parametres fixes a,A,p(A): 

D(o,a,A,p(A)) : « o est element de {0,1 } et («o est identique a 1 »est equivalent a « a est element de p(A) ». 

Cette definition est evidemment basique car « D(o,A,p(A)) est vraie » entraine que o est element de {0,1 } qui 

est un ensemble existant, et elle est non-floue dGapres lcAxiome 2.5. 

On suppose a,A,p(A) fixes a a ( ),Ao,po(Ao) (Definition 2.11). 

po(Ao) etant un ensemble, on a ou bien « a est element de po(A ) » ou bien « a nQest pas element de 

Po(A ) ». 

Si aoest element de po(A ), f(a )=l est le seul objet correspondant a D(o,a ( ),Ao,po(Ao)). 

Si a () nQest pas element de po(A ), f(a )=0 est le seul objet correspondant a D(o,a ( ),Ao,po(Ao)). 

Done on a un concept non-flou existant f(a,A,p(A)) associe a D(o,A,p(A)) qui est defini uniquement en 

fonction de a,A,{0,l } et p(A). 

II en resulte dGapres le Lemme 2.18b) quQl existe un concept non-flou fi(A,p(A)) qui represente un unique 

element de F(A,{0,1}), tel que lQmage de chaque a element de A par f](A,p(A)) soit f(a,A,p(A)) defini 

precedemment. 

Pour A,p(A) fixes a Ao,po(A ), il est evident que fi(Ao,po(Ao)) correspond a la definition D f (o,Ao,po(A )) et 

done il existe un concept non-flou associe a la definition Df(o,A ,B) et on montre facilement quQl est defini 

uniquement en fonction de A,p(A). 



On demontre de facon analogue la reciproque du Lemme precedent : 

LEMME 2.21 : 

A etant un ensemble non-flou, et f etant le concept non-flou associe a « o est element de F(A,{0,1 }), il existe 

un concept non-flou associe a la definition de parametres fixes A,f D p (o,A,f) : « o est un element de P(A) et 

pour tout a element de A, (f(a)=l) est equivalent a « a est element de o », defini uniquement en fonction de A 

etf. 
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3.C0NCEPTS BASIQUES FONDAMENTAUX 

En utilisant les chapitres precedents, on peut alors montrer theoriquement qucbn peut identifier les 
concepts mathematiques classiques a des concepts non-flous existants dans 1(EMP ,c'est-a-dire que les 
concepts mathematiques classiques existent au sens Platoniste. 

PROPOSITION 3.1 : 

II existe un concept non-flou, a la fois general et particulier, qucbn peut identifier a N. 

Preuve : 

On considere la definition recursive Platoniste definie par : 

-U (lGensemble vide), est le premier terme de la definition recursive ayant la propriete recursive P(U) : « U est 

un ensemble ».. 

-Si q est un terme de la definition recursive ayant la propriete recursive P(q) : « q est un ensemble », la 

clause de recursion definit le terme successeur de q dans la definition recursive :s(q) est le concept associe a 

la definition « o est identique a e(q)U{U} », e(q) etant le concept defini uniquement en fonction de q au 

Lemme 2.16.( e(q)={ {x}/ xest element de q}. 

II est evident que q etant un concept non-flou ayant la propriete recursive, c'est-a-dire representant un 

ensemble, s(q) est un concept non-flou existant d&pres lQ\xiome 2.14c) et que de plus il est defini 

uniquement en fonction de q, puisque d&pres le Lemme 2.16 e(q) est defini uniquement en fonction de q. De 

plus s(q) est un ensemble et done il a la propriete recursive. 

Done on a bien une definition recursive Platoniste. 

D&pres IcAxiome 2.14b), il existe un ensemble note A(U), defini uniquement en fonction de U et done 

unique puisque U represente un unique objet, et dont les elements sont les termes de la definition recursive, 

c'est-a-dire :U, {U},{U,{U}}, {U,{U},{{U}}},e , qudon identifiera a 0,l,2,3e .On identifiera done A(U), 

concept general non-flou, a N , et de meme 0,.,3.. a des concepts generaux non-flous. N representant toujours 

un unique objet, on peut aussi le considerer comme un concept particulier. 

D&pres la Remarque 2.12j), N peut etre considere comme un concept general. 

De plus 0,1,2,3 peuvent aussi etre considered comme des concepts generaux : 

Ainsi, si i est un concept general representant un terme de la definition recursive Platoniste precedente, 
represente par les chiffres usuels, alors on definit i+1 exprime par les chiffres usuels comme le successeur 
s(i) de i dans la definition recursive Platoniste precedente. D&pres la Remarque 2.12j), on peut considerer 
que i+1 est un concept general, car il est defini seulement a partir de concepts generaux (0 et i). 

REMARQUE 3.2 : 

a)On remarque que le nombre dOelement de chaque terme de la definition recursive est egal au naturel quQl 

represente. On dira done quQin ensemble A a n elements sQl existe une bijection entre A et lOEnsemble 

represente par n. 

b)De plus, on remarque que les termes de la definition recursive verifient les Axiomes de Peano, c'est-a-dire, 

remplacant « nombre » par « terme » : 

1)11 existe un premier terme : U 

2)Chaque terme de la suite q a un unique successeur immediat s(q). 

3)U ndest le successeur immediat d&ucun terme (Puisque sinon il contiendrait U et serait done non-vide.) 

4)Si qi et q 2 sont 2 termes de la suite ayant le meme successeur immediat q 3 alors qj est identique a q 2 (Ceci 

se montre facilement). 

5)Toute propriete Q(q) appartenant a U et au successeur immediat de tout terme ayant cette propriete 

appartient a tous les termes. (Ceci est evident car Q(U) entraine Q(s(U))e .qui entraine de proche en proche 

Q(n), n terme quelconque de la suite ). 

c)Puisque les elements de A(U) verifient les Axiomes de Peano dont on obtient les proprietes classiques des 
naturels, cela signifie qucbn peut obtenir pour A(U) toutes les proprietes qucbn obtient classiquement pour N. 

PROPOSITION 3.3 : 

II existe des concepts non-flous, a la fois generaux et particulier s, quQDn peut identifier a Z et Q. 
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Preuve : 

On a montre ldexistence dOun concept non-flou representant un unique objet identifie a N. 
DCapres IcAxiome 2.14c), Nx{ 1 } est un ensemble non-flou representant un unique objet (identifie a Z + ), de 
meme que N*x{0}(identifie a Z* ) ou N*=N/{0} (On rappelle quOon a identifie 1 et a des objets existant). 
Et done dCapres lQ\xiome 2.14, Nx{ l}UN*x{0} est un ensemble non-flou existant, representant un unique 
objet qudon identifiera a Z. 

ZxZ est un concept non-flou existant dCapres IcAxiome 2.14. Et done ZxZ/Zx{(0,l)} est un concept non- 
flou existant quOon identifiera a Q. 

Q et Z peuvent etre considered comme des concepts generaux dGapres la Remarque 2.12j). 
De plus, puisquQls representent chacun un unique objet, ils peuvent aussi etre considered comme des 
concepts particuliers. 

PROPOSITION 3.4 : 

LGaddition et la multiplication dans N,Q,Z peuvent etre identifies a des concepts existants non-flous, a la fois 

generaux et particuliers. 

Preuve : 

NxN est un ensemble non-flou existant dGapres lQ\xiome 2.14. 

On peut toujours considerer que N et NxN sont fixes, puisque ces concepts representent chacun un unique 

ensemble ; 

Pour tout (a,b) element de NxN, puisquOon a vu que les elements de lOensemble identifie a N ont exactement 

les memes proprietes classiques des naturels, on peut obtenir un concept mathematique non-flou defini 

uniquement en fonction de a et b, appartenant a Net identifie a a+b (On peut considerer la definition 

recursive Platoniste de premier terme (a,0) et telle que s((p,i))=(p+l,i+l)). Alors dGapres le Lemme 2.18 il 

existe un unique concept non-flou element de F(NxN,N), note « ad » tel que pour tout (a,b) de NxN, lQmage 

de (a,b) par lGapplication « ad » soit a+b. 

On identifiera ad avec lGaddition dans N. 

« ad » peut etre considere comme un concept general dCapres la Remarque 2.12j). 

De meme on obtient lOexistence dQin concept general non-flou quGon peut identifier avec la multiplication 

dans N. 

Utilisant lOexistence de lGaddition et de la multiplication dans N, il est facile utilisant le Lemme 2.18 

dGobtenir des concepts generaux non-flous quGon peut identifier avec lGaddition et la multiplication dans Z et 

Q 

Ces concepts obtenus precedemment representant toujours un unique, on peut aussi les considerer comme 
des concepts particuliers. 

PROPOSITION 3.5 : 

II existe un concept non-flou, a la fois general et particulier, quGon peut identifier a R. 

Preuve : 

On a deja montre lOexistence de concepts non-flous pouvant etre identifies a Q et a N. 

DGapres la Proposition 2.17 il existe un concept non-flou representant un objet unique F(N,Q), dont on 

appellera les elements « suites ».(« suite » est done un concept general). 

On considere alors la definition classique dome suite de Cauchy : 

Dcauchy(o) : « o est un element de F(N,Q) et pour tout Urationnel strictement positif, il existe un naturel N tel 

que pour tout i naturel superieur a N et pour tout j naturel superieur a N, on ait li(o)-j(o)l<Cj ou i(o) est le i eme 

terme de o, e'est-a-dire lQmage de i par o. » 

Dcauchy(o) est evidemment basique puisquOelle entraine que o est element de F(N,Q) qui est un concept non- 
flou existant. 

De plus dans Dc a uch y (o) on peut identifier « Urationnel strictement positif » avec « Uest element de Q* + » qui 
represente un concept non-flou dGapres IcAxiome 2.5. 

De plus N est le concept associe a « o est element de N » et est done un concept non-flou. 
On peut identifier « i naturel superieur a N » avec « i est le concept associe a « o est element de N et 
sub(o,N) est element de N » », sub etant le concept non-flou representant la soustraction dans Z, identifiant 
classiquement N a Z + . Done dGapres IcAxiome 2.5 et la Remarque 2. 17A, i est un concept non-flou, et done 
on peut identifier « i naturel superieur a N » a un concept non-flou. 
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Enfin on peut remplacer ldexpression « li(o)-j(o)l<Q ou i(o) est le i eme terme de o » par lOExpression « i(o) 

concept associe a D(i(o)) :«(i,i(o)) est element de o », j(o) concept associe a D(j(o))(analogue a D(i(o)) »et 

sub(abs(sub(i(o),j(o)),Q est element de Q* », avec « sub » est un concept non-flou identifie a la soustraction 

dans Q, et « abs » est un concept non-flou identifie a la valeur absolue. 

On a done, utilisant les Remarque 2.5 Ac) et 2.17A)c), Dc a uch y (o) est equivalente a une definition utilisant 

pour definir o seulement des concepts non-flous, et done elles est non-floue d&pres la IcAxiome 2.5. 

De plus d&pres la Remarque 2.12j), D CaU chy(o) est une definition generate. 

Done d&pres IcAxiome 2.14e), il existe un ensemble non-flou dont les elements sont les suites de Cauchy 

qui est un concept general et quQDn identifier a a R. 

PROPOSITION 3.6 : 

Si 0(1 ),e ,0(n) sont des concepts particuliers non-flous, alors il existe un concept particulier non-flou defini 

uniquement en fonction de 0(l),..,0(n) quebn peut identifier a (0(1), e ,0(n)). 

Preuve : 

SQl nCy a quQm concept particulier 0(1), on considere le concept particulier {(O(l),0)}, qui existe et est non- 
flou d&pres IcAxiome 2.14e). (Identifiant avec lcbbjet correspondant, e'est-a-dire ldensemble vide). 
SQl nCy a que 2 concepts particuliers, 0(1), 0(2), on a d&pres IcAxiome 2.5 ldexistence du concept particulier 
non-flou (0(1), 0(2)), defini uniquement en fonction de 0(1) et 0(2). 

SQl y a au moins 3 concepts particuliers 0(l),..,0(n), on definit alors pour i dans {l,..,n} le concept 
{(i,0(i))}, qui est un concept particulier existant non-flou d&pres IcAxiome 2.14 et defini uniquement en 
fonction de 0(i). 

On admettra toujours que 0(l),.,0(n) etant des concepts particuliers non-flous, il existe toujours des objets 
Oo(l),..,0()(n) pouvant etre representes simultanement par 0(l),..,0(n). 

En effet, on definit toujours successivement des concepts particuliers non-flous c lv .,c r de la facon suivante : 
On a des concepts generaux de base non-flous c b i,..,c b k (Par exemple c b i,..,c b k sont les concepts N,Z, 
« ensemble »..). 

On definit alors successivement les concepts particuliers Ci,..,c r de la facon suivante : 

On definit d&bord le concept particulier non-flou Ci en utilisant des concepts generaux parmi c b i,..,c b k. 
D&pres la definition dQin concept particulier , Cj peut au moins representer un objet c 10 . 
Puis, Ci,..,Ci.i etant des concepts particuliers non-flous definis et , Ci,..,Ci.i pouvant representer simultanement 
Ciov;Ci-io> on definit c ; concept particulier non-flou ou bien en fonction de concepts parmi Ci,..,Ci.i, et done 
d&pres la Definition 2.11 Ci,..,Ci.i representant simultanement Cbiov>Ci-io> q peut representer au moins un 
objet Cio, ou bien en utilisant seulement des concepts generaux parmi c bl ,..,c bk , et alors C; peut au moins 
representer un objet c i( ) d&pres la definition dQin concept. 
Et done Ci,..,Ci peuvent representer simultanement c 1( ),..,Ci ( ). 

Ceci etant vrai pour tout i, on obtient bien Ci,.,c r peuvent representer simultanement au moins des objets 
Ciov.Cio. On definira toujours des concepts non-flous de la fa9on precedente. 

Si on definit des concepts generaux parmi Ci,..,c r , on obtient le meme resultat : 

On definit un concept particulier c; soit en fonction de concepts particuliers parmi Ci,..,Ci.i, en pouvant utiliser 
aussi des concepts generaux parmi Cbi,..»Cbk,Ci,..,Ci.i, soit en utilisant seulement des concepts generaux parmi 
c b i,..,c bk ,Ci,..,C;_i. Comme precedemment, si les concepts particuliers Cpi,..,c pS (i) parmi Ci,..,Ci.i represented 
simultanement les objets c p io,..,c pS (i)o, alors c pl ,..,c ps( i) ,c ; peuvent representer simultanement des objets 

CpiOv>Cio. 

On rappelle aussi que d&pres la Remarque 2.5A, si on a un concept general Oig associe a une definition 
Di(oi), on peut toujours utiliser dans une definition D(o), un concept particulier Oi associe a Di(oO a la place 
deo G . 

Done il existe au moins des objets Oo(l),..,0o(n) pouvant etre representes simultanement par 0(l),..,0(n). 
DQipres IcAxiome 2.14, il existe done un ensemble non-flou, {(l,0(l)}Ue U{(n,0(n))}, (On montre 
facilement quQl est defini uniquement en fonction de 0(1) ,e ,0(n), (car 0(l),..,0(n) representant 
Oo(l),..,0o(n), ses elements sont (l,0o(l)),..,(n,0o(n)) et on identifiera ce concept a (0(l),..,0(n)). 
Ceci justifie a posteriori la definition du concept (0i,..,0„) donne en 2. lid). On rappelle cependant quQDn 
peut toujours utiliser lOExpression « Oio,..,O n o pouvant etre representes (simultanement) par Oi,..,O n » au lieu 
de « (Oi o,.., Ono) pouvant etre represente par (Oi,..,O n ) », car les 2 expressions precedentes sont equivalentes. 

PROPOSITION 3.7 : 
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Des concepts non-flous pouvant etre identifies a des corps, a des espaces vectoriels de toute dimension 
existent. 

Preuve : 

On a vu ldexistence dQin concept non-flou pouvant etre identifie a Q, de meme que des concepts non-flous 

pouvant etre identifies a la multiplication et a lCaddition dans Q, qudun notera x et +. 

II en resulte que dCapres la Proposition 3.6, il existe un concept non-flou (Q,+,x), qui a les memes proprietes 

quQin corps et done qudon peut identifier a un corps dans sa definition classique. 

De meme, utilisant la multiplication et lCaddition dans Q, on peut obtenir ldexistence de concepts non-flous 

identifies a la multiplication et lGaddition dans R. On peut ensuite obtenir ldexistence de concepts non-flous 

identifies a lGaddition dans R n , identifie a F({l,..,n},R) et a la multiplication par un scalaire, notee ., 

application de RxR n dans R n . 

Alors dCapres la proposition 3.6, il existe un concept non-flou (R n ,+,.), qui a exactement les proprietes 

classiques dQin espace vectoriel de dimension n. 

Remplacant R n par F(N,R), on obtient ldexistence dQin concept non-flou ayant les proprietes dQin espace 

vectoriel de dimension infinie. 



En procedant comme precedemment, on peut montrer theoriquement ldexistence dans lCEMP de concepts 
non-flous pouvant etre identifies a nQmporte quel concept mathematique classique. 



4.CONCLUSION 

Nous avons dans cet article expose les bases ddttne Theorie Logique Platonicienne (TLP). On a 
donne les methodes permettant de justifier theoriquement que les concepts mathematiques classiques 
peuvent etre identifies a des objets mathematiques existant dans lcEspace Mathematique Platonique. On a 
done justifie theoriquement ldexistence Platoniste de ces concepts mathematiques classiques. II est 
remarquable qudon obtient ldexistence de ces concepts mathematiques classiques a partir de ldensemble vide. 
La TLP des ensembles apparait consistante en evitant les Paradoxes de Cantor et de Russel grace a lQ\xiome 
2.14e). On a introduit le concept fondamental de definition non-floue, et admis loAxiome 2.5 permettant 
ddobtenir qudane definition est non-floue. Une justification theorique complete de cet Axiome 2.5 sera 
donnee dans un second article. 

La TLP donne done une signification theorique Platoniste a ldensemble des mathematiques 
classiques, ce qui ndest pas le cas dans les theories mathematiques actuelles de logique basees sur le 
formalisme. Elle est completement nouvelle puisque bien quQl existe beaucoup de theories philosophiques 
sur le Platonisme (voir les References) et que la plupart des mathematiciens ont lQdee ddnne signification 
reelle des mathematiques. Nous developperons la TLP dans un second article, ou nous verrons comment la 
theorie mathematique de logique Platoniste (TLP) peut interpreter ldensemble des mathematiques. 
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COMPLEMENTS DE LA TMP 26 Aout 201 1 

l.On peut montrer (par une double recurrence) que si Oi,..,O n sont des concepts non-flous definis tels que 
dans la TMP, et si Oio,e ,O n o sont des objets quelconques, alors ou bien Oi,..,O n peut representer 
simultanement Oio,.-,O n o, ou bien Oi,..,O n ne peut representer simultanement Oio,..,O n o, et on ne peut avoir a 
la fois Oi,..,O n peut representer simultanement Oio,..,O n o et Oi,.. ,O n ne peut representer simultanement 

Oio,.-,O n( ). 

2.Si on a une definition non floue D(o,Oi,.,O n ) telle qucbn lck definie, on peut definir le concept general 

0(Oi,..,O n ) par :0(Oi,..,O n ) peut representer lcbbjet Oo sQl existe Oio,..,O n o tels que Oi,.,O n peut representer 

simultanement Oio,..,O n o et 0(Oio,..,O n o) peut representer ( ). 

Utilisant 1. on peut montrer que le concept general 0(Oi,..,O n ) est un concept non-flou. (On commence par 

montrer la proposition pour la definition « o est identique a (Oi,e ,O n ) »). 

II est souvent utile de considerer la definition « o est un represents du concept general 0(Oi,..,O n ) ». 

3. II est utile et simplificateur d&dmettre dans la TMP l6\xiome que si P et Q sont 2 propositions 
equivalentes (au sens « sOEntrainent mutuellement »), alors NonP et NonQ sOEntrainent mutuellement. 
On peut alors montrer que si P entraine Q, alors NonQ entraine nonP (consider ant que (P et Q) est 
equivalent e a P). 

4.11 est utile de definir une fonction dQin concept general D dans un concept general A, comme un concept 
general non-flou F pouvant representer seulement des couples dcbbjets (D ,AoX avec D () represente de D et 
A represente de A, et tel que pour tout represente D de D, il existe un et un seul represente de F de premier 
terme D . 



Theorie Mathematique Platoniste-Theorie Aleatoire des Nombres 23 



Article:LOGIQUE PLATONICIENNE DES PROPOSITIONS 
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Resume : 

Dans un premier article (1) , nous avons expose les bases d&ine Theorie mathematique Platoniste , la 
Theorie de Logique Platoniste (TLP), en montrant comment par cette theorie on pouvait obtenir ldexistence 
au sens Platoniste des concepts mathematiques de base (N,Q,R, les espaces vect oriels e ) 

Dans ce second article, on montre comment la TLP permet dQnterpreter ldensemble des theories 
mathematiques de facon Platoniste. On montre aussi que la TLP donne des justifications theoriques au 
Principe du Tiers-exclu et au Principe de Non-contradiction qui sont des Lemmes de la TLP, a la consistance 
des theories mathematiques classiques ainsi quCa un Axiome fondamental admis dans le premier article. 

Nous voyons done dans ce second article que la TLP permet dQnterpreter ldensemble des 
mathematiques. 

Mots cles : Logique - Platonisme - Principe du Tiers-exclu - Principe de Non-contradiction. 



1. INTRODUCTION 

Dans un article precedent (1) , on a expose les bases d&me theorie mathematique Platoniste (la Theorie 
de Logique Platonicienne(TLP)), de logique et des fondations des mathematiques. 

Dans cet article, nous montrons comment la TLP peut interpreter lOensemble des mathematiques, en 
donnant une interpretation Platoniste a toutes les theories mathematiques classiques ainsi quCaux 
propositions usuelles et aux demonstrations mathematiques. Nous verrons que cette interpretation est 
totalement nouvelle et quOelle donne une justification theorique nouvelle aux Principe du Tiers-exclu et au 
Principe de Non-contradiction, qui sont admis dans les theories classiques de logique basees sur le 
formalisme. Elle donne aussi une justification theorique a la consistance des theories mathematiques 
classiques. 

On rappelle lQ\xiome fondamental de la TLP : 

AXIOME 1.1 : 

a)Un Espace mathematique Platonique (lCEMP), existe. 
b)Les objets mathematiques existent dans lCEMP. 

On rappelle et on donne les definitions suivantes : 

DEFINITION 1.2 : 

(i)DCapres lCarticle (1) , on rappelle que si on a une definition D(o), et quOO est un objet mathematique tel 

quOon ait « D(Oo) est vraie », on dira que « Oo correspond a la definition D(o) ». Si Oo est un objet 

mathematique tel quOon ait « Non (« D(Oo) est vraie »), on dira que « Oo ne correspond pas a la definition 

D(o)». 

On dira que O est un symbole associe a une definition D(o) si : 

« O peut representer un objet Oo » signifie « Oo correspond a D(o) », et « O ne peut pas representer Oo » 

signifie « Oone correspond pas a D(o) ». 

(ii)Un symbole O associe a une definition D(o) sera un concept existant associe a D(o) sQl existe au moins 

un objet mathematique Oo correspondant a D(o), et que done O peut representer au moins un objet existant. 

On distingue 2 sortes de concepts : 

-Un concept particulier O associe a une definition D(o) peut representer tout objet correspondant a D(o) 

mais represente le meme objet partout ou il est utilise. 

-Un concept general associe a une definition D(o) peut representer tout objet correspondant a D(o) quels que 

soient les objets represented par des concepts particuliers definis avant D(o). 
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(iv)On rappelle quQine definition D(o) est non-floue si tout objet existant Oo ou bien correspond a D(o) ou 
bien ne correspond pas a D(o) (D(o) binaire) et si pour aucun objet existant O on a « O correspond a D(o) » 
et « Oo ne correspond pas a D(o) »(D(o) coherente). 

II en resulte que si un concept O est associe a une definition D(o) non-floue (On dira alors O non- 
flou), pour tout objet Oo on a ou bien « Oo peut etre represente par O » ou bien « Oo ne peut pas etre 
represente par O », et pour aucun objet () on a « O peut representer O » et « O ne peut pas representer O ». 
II faut done que O soit non-flou pour que le concept « peut representer » ait sa signification intuitive. 
On a etabli dans lCarticle (1) lOexistence du concept non-flou (Oi,e ,O n ), Oi,.,O n etant des concepts non-flous. 
Si Oio,.-,O n o sont des objets simultanement represented par les concepts Oi,..,O n , le concept (Oi,..,O n ) 
represente la sequence (Oio,..,O n o). 

On a vu dans lCarticle (1) que pour quQine definition D(o) pouvait etre associee a un concept general, si les 
seuls concepts particuliers utilises par D(o) pour definir o etaient definis dans D(o) a partir de concepts 
generaux ou etaient eux-memes des concepts generaux. On a appele definition generate une telle definition. 
On admettra que « un objet mathematique », « un ensemble », et « lcEMP » sont des concepts generaux non- 
flous. 

On rappelle quOon exprime une definition D(o) sous la forme D(o,Oi,..,O n ), Oi,..,O n etant des concepts 
particuliers si D(o) definit o en utilisant seulement les concepts particuliers Oi,..,O n , des concepts generaux 
et des concepts definis dans D(o) a partir de Oi,..,O n (et les concepts primitifs relationnels usuels). 
Si Og est un concept general, la definition D(o) :« o appartient a Og » signifie « o est identique a loan des 
objets pouvant etre represente par Og- II est evident que si Og est un concept non-flou, alors D(o) est non- 
floue. 

On a aussi la definition : 
DEFINITION 1.3 : 

Si O est un symbole associe a une definition D(o,Oi,..,O n ), O est un concept non-flou si : (i)Oi,..,O n sont des 
concepts non-flous. 

(ii)Pour tout (Oio,..,O n o) pouvant etre representee par (Oi,..,O n ) : 
-D(o,Oio,..,O n0 ) est non-floue. 

-II existe au moins un objet Oo telle quOon ait D(Oo,Oio,..,O n o). 

On dira alors que O est un concept non-flou defini en fonction de (Oi,.,O n ), (ou de Oi,..,O n ) et on pourra 
ecrire O sous la forme 0(Oi,..,O n ), avec si (Oio,..,O n o) est represente par (Oi,..,O n ), 0(Oi,..,O n ) est le concept 
associe a D(o,Oio,..,O n o). 

Dans le cas general, on a des definitions du type D(oi,.,0;), et alors seules les sequences de i objets existants 
(Oio,..,0;o) peuvent correspondre a D(oi,..,0;). 

Dans lCarticle (1) , on a etabli ldexistence de concepts non-flous pouvant etre identifies avec N , Q. 



2.THEORIE DE LOGIQUE PLATONICIENNE DES PROPOSITIONS 

DEFINITION 2.1 : 

a)Une relation dCordre de multiplicite n est un lien qui peut exister ou ne pas exister entre les termes dQine 

sequence de n objets mathematiques existants (o^e ,o n ). 

b)Si R est une relation debrdre de multiplicite n et (oi,..,o n ) est une sequence de n objets : 

-La notation R(oi,e ,o n ) signifiera que la relation R existe entre les termes de la sequence. 

-La notation Non(R(oi,..,o n )) signifiera que la relation R ndexiste pas entre les termes de la sequence. 

AXIOME 2.2 : 

On admettra qu6« une relation debrdre de multiplicite n » est un concept general non-flou. 



DEFINITION 2.3 : 

a)Une relation R debrdre de multiplicite n est coherente sQl ndexiste pas de sequence (oi,..,o n ) dOobjets 

existants tels quOon ait R(oi,..,o n ) et Non(R(o lv .,o n )). 

b)Une relation R debrdre de multiplicite n est binaire si pour toute sequence (oi,..,o n ) dOobjets existant on a 

ou bien R(oi,..,o n ) ou bien Non(R(o lv .,o n )). 
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c)Une relation R dcbrdre de multiplicite n est non-floue si elle est binaire et coherente. 

REMARQUE 2.4 : 

Une relation peut etre dcbrdre de multiplicite 1 . Par exemple le relation R « est identique a », telle que R(o) 
signifie « o est identique a o » est dcbrdre de multiplicite 1. CCfcst aussi le cas si R(o) exprime une relation 
entre o et lcEMP, ou entre o et des objets mathematiques completement definis. 

DEFINITION 2.5 : 

Si Ri,e ,Rk sont k relations dcbrdre de multiplicite n(l),e ,n(k), on peut definir une relation composee de 

Ri,..,Rk R(Ri,..,Rk) dcbrdre de multiplicite n c (n c naturel) telle que : 

(i)R(Ri,..,Rk)(Oi,..,o nc X definie pour toute sequence dcbbjets (o lv .,o nc ), signifie quODn a k relations entre objets 

Ri(o;i,e ,0; n (i) ), ou pour tout i dans { l,..,k} et tout j dans { l,..,n(i)}, oy est un terme de la sequence (oi,..,o nc ) 

(Le choix de chaque Oy definissant R(R lv ,R k )). 

(ii)Tout terme de la sequence (o lv .,o nc ) est utilise dans une relation entre objets Rj(o ;i ,e ,o in( i)). 

(iii)Non(R(R 1 ,..,R k )(o 1 ,..,o nc ) signifie que pour au moins un i de { l,e ,k}, on a Nan(Ri(Oii,..,Ojn(i)). 

LEMME 2.6 : 

Si Ri,..,R k sont des relations non-floues dcbrdre de multiplicite n(l),..,n(k), alors toute relation composee de 

Ri,..,Rk R(Ri,..,Rk) est non-floue. 

Preuve : 

On suppose done Ri,..,Rk sont non-floues, et on conserve les notations de la Definition 2.5. 

Si R(Ri,..,Rk) ndest pas binaire, il existe une sequence (o lv .,o nc ) telle quebn ait ni R(Ri,..,Rk)(oi,e ,o nc ) ni 

NonCR^i,..^) (oi r .,o nc ). 

Le fait quebn n&it pas R(R 1 ,..,R k )(o 1 ,..,o nc ) signifie d&pres la Definition 2.5(iii) que pour au moins une 

sequence (Oii,..,Om(i) ) on nOa pas Ri(0ii,..,0m(i)). 

Le fait quebn n&it pas Non(R( R i ; .. ;R k) (oi,e ,o nc ) signifie que pour aucun h dans {l,..,k} on a 

Non(R h (o h i,..,Ohn(h)). 

Or ceci entraine quebn a no Ri(o;i,..,Oih(i) ) ni Non(Ri(oii,..Oi n( i) ) ce qui est impossible puisque R; est binaire. 

Si R(Ri,..,Rk) ndest pas coherente, il existe done une sequence dODbjets (o lv .,o nc ) telle quQDn ait R(Ri,..,Rk) 

(oi,..,o nc ) et NonCR^i,..^) (oi,..,o nc )). 

En procedant comme precedemment, on obtient alors ldexistence dans {l,..,k} dQin i tel quebn ait 

Ri(Oii,..,o in( i) ) et Non(Ri(Oii,..,o in (i) ) ce qui est impossible puisque R ; est coherente. 

Done on obtient done que R(Ri ; .. ; Rk) est coherente et binaire et non-floue. 

On remarque que meme si on avait choisi dans la definition de R(Ri > ..,Rk) au lieu de (iii) que pour avoir 

Non(R (R1 ..Rk) (oi,..,o nc ) il soit necessaire que pour tout i dans {l,..,k} ou bien R;(on, ..,o in( i) ) ou bien 

Non(Ri(Oii,..,Om(i)), on aurait aussi obtenu que R(Ri ; .. ; Rk) est non-floue si Ri,..,R k sont non-floues. 

On remarque quebn a defini une relation composee du type « R!(..)etR 2 (e )etR k (..) ». « et » concept primitif 
ayant son sens habituel. On aurait pu de la meme facon definir des relations composees du type 
« Ri(e )oue ouR k (..) », « ou » concept primitif habituel et (Non(Ri))(..). On obtient de la meme fafon que 
dans le Lemme 2.6 que si Ri,..,Rk sont non-floues, alors ces relations composees sont non-floues. II en sera 
de meme pour les relations composees generales, obtenues a l&ide des concepts « ou », « et », « Non ». 

DEFINITION 2.7 : 

a)R etant une relation dcbrdre de multiplicite n, on dira quQin concept general non-flou (ci,..,c n ) representant 
des sequences de n objets est une base de R, si pour que Oi,..,o n etant n objets R puisse exister (mais ndexiste 
pas forcement) entre les termes de (o lv ,o n ), il soit necessaire que (oi,..,o n ) puisse etre represente par (c lv .,c n ). 
b) on considerera que toute relation R de multiplicite n a une base unique, qui definit partiellement R. Si R 
peut exister entre les objets de toute sequence dODbjets (oi,..,o n ), alors on pourra considerer que (c lv .,c n ) est le 
concept general associe a D(o lv .,o n ) : « (o lv .,o n ) appartient au concept « objet mathematique » chaque 
concepts ci est associe a la definition D(o) :« o est un objet mathematique existant dans lcEMP. » 

REMARQUE 2.8 : 

Par exemple on peut considerer que la relation R : « est element de » a pour base (ci,c 2 ) ou Ci est associe a 

« o est un objet mathematique et o est different de lcEMP » et c 2 est associe a « o est un ensemble ». 

DEFINITION 2.9 : 
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a)On appellera proposition elementaire Platoniste stable de type relation une expression P du 
type :P :R(Oi,..,O n ) telle que : 

(i) R soit une relation non-floue dQDrdre n. 

(ii) Oi,e ,O n soient des concepts existants non-flous (associes a des definitions). 

(iii) (Oi,..,O n ) est un concept existant inclus dans la base (ci,..,c n ) de R, c'est-a-dire toute sequence 
(Oio,.-,Ono) pouvant etre representee par (Oi,..,O n ) peut etre representee par (ci,..,c n ). 
On dira alors que P exprime toute les relations entre objets R(Oio,..,O n0 ), ou (Oio,..,O n0 ) peut etre representee 
par (Oi,..,O n ). Le fait que Oi,..,O n soit non-flous entraine que (Oi,..,O n ) est non-flou, et done « peut 
representer » a son sens intuitif (voir 1. Introduction). 

b)P etant une proposition elementaire Platoniste stable de type relation : 

(i)On dira que « P est vraie » si pour toute sequence (Oio,..,O n o) pouvant etre representee par (Oi,..,O n ), on a 

R(O 10 ,..,O n0 ). 

(ii) On dira que « P est fausse » si pour au moins une sequence (Oio,..,O n o) pouvant etre representee par 

(O b e ,O n ), on a Non(R(O 10 ,..,O n0 )). 

c)Si P est une proposition Platoniste stable de type relation, on dira que la negation de P,notee Non(P) est 
une proposition elementaire Platoniste stable de type relation, avec « Non(P) vraie » signifie « P fausse » et 
« Non(P) » fausse signifie « P vraie ». 

d)On appellera proposition elementaire Platoniste instable de type relation une expression P du type 

P :R(Oi,..,O n ) telle que : 

(i) :R soit une relation debrdre n. 

(ii)R(Oi,..,O n ) ne soit pas une proposition elementaire Platoniste stable. 

REMARQUE 2. 10: 

Par exemple si on a une proposition elementaire Platoniste de type relation P :R(Oi,..,O n ), ou Oi ne peut 

represente aucun objet, alors Oi ndest pas un concept existant et done P est instable. II en est de meme si R 

est floue ou si lQin des O; est un concept flou. 

On voit que si P est une proposition elementaire Platoniste stable de type relation, on peut considerer que 

Non(P) ldest aussi, car « Non(P) est vraie » exprime tout comme « P est vraie » des relations completement 

definies entre des objets de lCEMP. 

DEFINITION2.il : 

a)On definit une definition D par la donnee dOm couple (i,n), ou i est un naturel non nul et n est superieur ou 

egal a i, dQine relation R d&rdre de multiplicite n et dome sequence (o i+ i,..,o n ) de n-i objets. On dira alors 

quQine sequence (0i,..,0i) correspond a la definition D si on a R(o!,e ,o n ), et quQine sequence debbjets 

(Oi,..,o0 ne correspond pas a D si on a Non(R(o lv .,o n )) et de tout objet qui ndest pas une sequence de i objets 

mathematiques quQl ne correspond pas a D. On appellera le couple (i,n) ICordre de multiplicite de D, et on 

dira que R et la sequence (Oi,..,o i+ i) sont associees a D. 

On representera D par : 

D(oi,..,o ; ) 

R(o b e ,o i+ i,..o„). 

b) Avec les notations precedentes, on dira que D est coherente si pour aucune sequence (0i,.,0i) on a (oi,..,o0 

correspond a D et (0i,..,0i) ne correspond pas a D. 

On dira que D est binaire si pour aucune sequence (oi,..,o ; ), on a ni (oi,..,o;) correspond a D ni (oi,..,o ; ) ne 

correspond pas a D. 

On dira que D est non-floue si D est binaire et coherente. 

On montre facilement le Lemme suivant : 

LEMME2.12: 

Si on a une definition D associee a une relation non-floue R, alors D est non-floue. 

On montre facilement ce Lemme, supposant dGabord que D nOest pas binaire ou nOest pas coherente, et on 
obtient une sequence (oi,..,o n ) contredisant que R soit binaire ou coherente. 
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DEFINITION 2.13 : 

a)On appelle Proposition elementaire Platoniste stable de type definition (partculiere) une expression du 

type: 

PDef '■ 

D(O lv .,O0 
R(0 1; e ,O n ) 

Telle que : 

(i) R soit une relation dcbrdre de multiplicite n>i. 

(ii) Oi+i,..,O n sont des concepts existants non-flous associes a des definitions. 

(iii) Si (ci,..,c n ) est la base de R, (0;+i,e ,O n ) est un concept existant inclus dans (c i+1 ,..,c n ), cdest a 
dire toute sequence (Oi+io,..,O n o) peut etre representee par (c i+1 ,..,c n ), ou (c i+1 ,..,c n ) peut 
representer toutes les sequences (Ci+io,e ,c n o) telles quQl existe une sequence (cio,.-;Cio) telle que 
(Ci,..,c„) peut representer (ci ,..,c n0 ). 

On dira alors que P Def exprime les definitions : 

D(O 10 ,..,O l0 ) 

R(O10,e ,O n0 ) 

Ou (O i+ i,..,O n ) peut representer (O i+ i ,..,O n0 ). 

b)On appellera Proposition elementaire Platoniste instable de type definition (particuliere) une expression 
du type : 

PDef^ 

D(Oi,..,O0 

R(0,,..,O n ) 

Telle que R est une relation dcbrdre de multiplicite n et P Def ne soit pas une Proposition elementaire 

Platoniste stable de type definition. 

c)On appellera Proposition elementaire Platoniste stable de type definition generale une expression du type : 

PDefGen ■ Def G en(OG,Op) 

Avec P est un concept particulier non-flou associe a une definition generale. Alors G est le concept general 
pouvant representer tous les objets pouvant etre represente par O p . 

d) On appellera Proposition elementaire Platoniste instable de type definition generale une expression du 
type : 

PDefGen '■ DefoenCOcOp) 

qui ndest pas une proposition elementaire Platoniste stable de type definition generale. 

Concernant 2.13a)(iii), on a vu que (ci,..,c n ) etait une base de R impliquait par definition que (ci,..,c n ) etait un 

concept general non-flou representant des sequences de n elements. 

On peut done considerer que (c i+1 ,..,c n ) est le concept general associe a la definition non-floue generale 

D(o i+ i,..,o n ): 

(Oi,..,O n ) est le concept particulier associe a la definition D(o c i,..,o cn ): « (o c i,..,o cn ) appartient au concept 

(Ci,..,C n ) » 

(o i+1 ,..,o n ) est identique a (O i+ i,..,O n ). 

Dans la definition precedente Oi+i,..,O n sont definis en fonction du concept (Oi,..,O n ). 

D(o i+ i,..,o n ) est generale car elle definit (o i+ i,..,o n ) a partir du concept general (ci,.,c n ). 

Dans la suite, on obtiendra des proprietes de propositions elementaires Platonistes stables de type definition. 

Pour etablir ces proprietes, on considerera seulement des propositions elementaires de type definition 

particuliere, car ces proprietes sont evidentes ou nebnt pas dQnteret pour les propositions elementaires de 

type definition generale. 

DEFINITION 2. 14: 

Si on a une Proposition elementaire Platoniste stable de type definition : 

PDef i 

DCO,,..^) 

R(0!,..,O n ). 
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a)On dira quQine sequence (Oio,..,0;o) correspond a la definition P Def pour (0; + io,.-,O n o) represente par 
(O i+ i,..,0„),si on a R(O 10 ,..,O n0 ). 

On dira que (Oio,e ,O n o) ne correspond pas a la definition P Def pour (Oi + io,..,O n o) representee par 
(O i+ i,..,O n ),si on a Non(R(Oio,..,O n0 )). 

b)On dira que P De f est coherente si pour aucune sequence (0; + io,..,O n o) representee par (0; + i,.,O n ), il existe 
une sequence (Oio,..,Oio) telle qucbn ait (Oio,..,Oi ) correspond a P De f et (Oio,..,Oi ) ne correspond pas a P Def 
pour (O i+ io,..,0„ ) representee par (O i+ i,..,O n ). 

c)On dira que P Def est binaire si pour aucune sequence (Oi + io,..,O n o) representee par (0; + i,..,O n ), il nOexiste 
une sequence (Oio,..,Oio) telle quOon ait ni (Oio,..,0;o) ne correspond pas a P Def ni (Oio,..,Oio) correspond a 
P De f, pour (Oi+io,..,OnO) representee par (O i+ i,..,O n ). 

d)On dira que P Def est non-floue si on a P Def est binaire et coherente. 

On montre alors sans difficulte, procedant comme pour le Lemme 2.12 le Lemme suivant: 

LEMME2.15 : 

Toute proposition elementaire Platoniste stable de type definition est non-floue. 

Pour montrer ce Lemme, on suppose quQine proposition elementaire stable Platoniste de type definition nOest 
pas binaire ou coherente, et on obtient alors une sequence pour laquelle la relation associee a la definition 
ndest pas binaire. 

DEFINITION 2. 16: 

Si on a une proposition elementaire Platoniste stable de type definition P Def :D(Oi,..,0;), R(Oi+i,.,O n ) : 

a)(i)On dira que « P De f est vraie » si pour toute sequence (Oi+io,e ,O n o) pouvant etre representee par 

(0; + i,..,O n ), il existe au moins une sequence (Oio,..,0;o) telle qudon ait R(Oio,..,O n o). 

(ii)Si PDef est vraie, on dira que (Oi,..,0;) est le concept associe a la definition Po e f de parametres fixes 

O i+ i,..,O n , si pour (O i+ io,..,O n0 ) representee par (O i+ i,..,O n ), (c'est-a-dire O i+ i ,e ,O n0 represented 

simultanement par Oi+i,..,O n ), (Oi,..,0;) represente lain des objets (Oio,..,Oio) tel qudon ait R(Oio,e ,O n o). On 

dira alors que le concept (0 lv .,O n ) est defini enfonction du concept (O i+ i,..,O n ) (ou de Oi,.,O n ). 

(iii)Si pour (Oi+io,e ,O n o) representee par (0; + i,..,O n ) il nCy a quQine seule sequence (Oio,..,Oio), on dira que 

(Oi,..,0;) est defini uniquement en fonction de (Oi+i,..,O n ). 

b)On dira que « P Def est fausse » sQl existe une sequence (Oi + io,..,O n o) pouvant etre representee par 
(Oi+i,..,O n ) telle quQl nOExiste aucune sequence (Oio,-.,O n o) telle quOon ait R(Oio,..,O n o). 

c)De la meme facon que pour une proposition elementaire Platoniste de type relation, on definit et on note 
Non(P Def ) la negation dQine proposition elementaire Platoniste stable de type definition, avec « Non(P De f) est 
vraie » signifie « P Def est fausse » et « Non(P Def ) est fausse » signifie « P Def est vraie ». 

d)On dira que toute proposition elementaire stable de type definition generale est vraie. 

DEFINITION 2.17 : 

a)On appelle proposition Platoniste P une sequence finie (Pi,..,P k ) de propositions elementaires Platonistes, 
celles-ci pouvant utiliser des symboles representant des objets correspondants a des definitions exprimees par 
des propositions elementaires Platonistes de type definition parmi les propositions P lv .,P k .. (Et done des 
concepts definis par Pi,.,P k .). 

b)Si P utilise des symboles representant des objets associes a des definitions non definis par Pi,..,P k , on dira 
que ceux-ci sont des symboles predefinis utilises par P. 

c)On dira quQine proposition Platoniste P :(P lv .,P k ) est stable si Pi,..,P k sont toutes stables, que P est instable 
si lQine des propositions P lv .,P k est instable, que P est vraie si Pi,..,P k sont toutes vraies et que P est fausse si 
P est stable et quQine des propositions Pi,..,P k est fausse. 
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d)Si P est une proposition Platoniste stable, on definit la negation de P, notee Non(P), telle que « Non(P) est 
vraie » signifie « P est fausse », « Non(P) est fausse » signifie « P est vraie ». On dira aussi que Non(P) est 
une proposition Platoniste. 

REMARQUE 2.18 : 

a)DCapres le Lemme 2.15, tout concept existant associe a une definition elementaire Platoniste stable 
Platoniste est un concept non-flou, tel quOon lCa defini dans le premier article et en introduction. En effet, sQl 
est defini en fonction de (Oi+i,.,O n ), il existe pour tout (Oi + io,-.,O n o) representee par (Oi+i,..,O n ) et de plus il est 
defini par une definition non-floue. Ceci est un resultat fondamental. 

b)On voit que si P(Pi,..,P k ) est stable, on peut exprimer Non(P), utilisant le concept primitif « ou » par : 
« Non(Pi) est vraie » ou..ou « Non(Pk) est vraie ». 

c)Il est evident que si on a la proposition « Pour tout Oi concept associe a D!(o),..,O n concept associe a 
D n (o), R(Oi,..,O n ) » , celle-ci peut etre exprimee par la proposition elementaire Platoniste, R etant une 
relation dcbrdre de multiplicite n : 
P :R(0,,..,O n ) 

Une proposition du type « Pour tout 0;+i concept associe a D^o), ..,O n concept associe a D n (o), il existe des 
objets Oi, ..,0; tels quOon ait R(Oi,..,O n ) » ,R etant une relation peut etre exprimee par la proposition 
elementaire Platoniste de type definition: 
P :D(Oi,.,O0 
R(0,,..,O n ). 

LEMME 2.19 : 

a)Toute proposition elementaire Platoniste stable est vraie ou fausse. 
b)Aucune proposition elementaire stable Platoniste ndest vraie et fausse. 
c)Toute proposition elementaire Platoniste est vraie ou ndest pas vraie. 
d)Aucune proposition elementaire Platoniste est vraie et nOest pas vraie. 

Preuve : 

Supposons quOon ait une proposition elementaire Platoniste stable de type relation P :R(Oi,..,O n ). 

Si P est vraie et fausse, dCapres la definition de telles propositions, on obtient lOexistence dQine sequence 

(Oio,..,O n0 ) telle quOm ait R(O(Oi ,..,O n0 )) et Non(R(Oi ,..,O n0 )). 

ce qui est impossible puisque R est coherente. 

Si on a ni « P est vraie », ni « P est fausse », cela signifie que pour une sequence (Oio,-,O n o) representee par 

(Oi,..,O n ) on a NonR(Oi o,.., O n o) et que pour aucune sequence (OQo,..,OQo) representee par (Oi,..,O n ) on a 

NonR(OQo,..,OQo) ce qui contredit NonR(Oio,..,O n o) puisque R est binaire et est done impossible. 

On a done montre a) et b) pour une proposition Platoniste stable de type relation. 

En utilisant quQine definition elementaire stable Platoniste de type definition est non-floue, ou en procedant 

comme precedemment, on obtient que a) et b) sont aussi vrais pour une proposition elementaire Platoniste 

stable de type definition. 

Par definition dQine proposition elementaire Platoniste instable, toute proposition elementaire Platoniste est 

ou bien stable ou bien instable. Toute proposition elementaire Platoniste instable nOest pas vraie et dGapres a) 

toute proposition elementaire Platoniste stable est ou bien vraie ou bien nOest pas vraie. 

On obtient done c). 

Si une proposition elementaire Platoniste est vraie et nOest pas vraie alors elle est vraie et fausse ou elles est 

vraie et instable car toute proposition elementaire Platoniste qui nOest pas vraie est fausse ou instable par 

definition. Or ceci est impossible dGapres b) et parce quQine proposition elementaire Platoniste instable ne 

peut etre vraie. 

On a done obtenu d). 

LEMME 2.20 : 

a)Toute proposition Platoniste stable est vraie ou fausse. 
b)Toute proposition Platoniste stable ne peut etre vraie et fausse. 
c)Toute proposition Platoniste est vraie ou nOest pas vraie. 
d)Aucune proposition Platoniste nOest vraie et nOest pas vraie. 
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Ce Lemme 2.20 est la consequence immediate du Lemme 2.19. 

REMARQUE 2.21 : 

On remarque qudon pourrait appeler le a) des Lemmes 2.19 et 2.20 Principes du Tiers exclu pour les 

propositions elementaires Platonistes stables et les propositions Platonistes stables et le c) des Lemmes 19 et 

Lemme 20 les Principes du tiers exclu pour les Propositions elementaires Platonistes et les propositions 

Platonistes. 

On pourrait aussi appeler le b) des Lemmes 2.19 et 2.20 Principes de Non-contradiction pour les 

propositions elementaires Platonistes stables et les propositions Platonistes stables, et le d) des Lemmes 19 et 

Lemme 20 Principes de non-contradiction pour les propositions elementaires Platonistes et les propositions 

Platonistes. 

Cependant, ces Principes ne sont plus admis axiomatiquement comme dans les theories mathematiques de 

logique formelle, mais sont des Lemmes qui sont deduits des axiomes de la TLP. Nous adopterons pour eux 

les denominations precedentes. 

DEFINITION 2.22 : 

(a)On appelle « ensemble de symboles Platonistes » un sous-ensemble fini S de Q 2 (dont on a etabli 

ldexistence dans 1 article ( , dont ldensemble vide appele symbole «blanc ». Les elements de S seront appeles 

symboles de S. 

(b)On appellera symbole compose de S une sequence finie de symboles de S, qui peut contenir le symbole 

blanc. 

DEFINITION 2.23 : 

(a)S etant un ensemble de symboles Platonistes, on appelle proposition sur S une sequence finie de symboles 

de S, commencant et finissant par le symbole blanc. 

(b)Si on a une proposition sur S P(si,e ,s n ), on dira pour toute sequence de k symboles successifs de P 

(Sj,..,Sj+k-i) telle que Sj.i et Sj+k soient les symboles blancs que P utilise le symbole compose (Sj,..,Sj+k-i). 

DEFINITION 2.24 : 

(a)S etant un ensemble de symboles Platonistes, on appelle Texte sur S, une sequence finie de propositions 

sur S. 

b)Si T(P lv .,P n ) et Td>Qi,..,Q r ) sont des textes sur S, on pourra noter (T,Q lv .,Q r ) ou (T,T0 le texte 

(P lv P n ,Q lv .,Q r ). 

(c)Si on a un Texte T(Pi,..,P n ), on pourra noter une proposition P ; de ce texte P;(T), car elle est definie 

uniquement en fonction de T et de i, avec i naturel et 0<i<n+l. 

DEFINITION 2.25 : 

On appelle code Platoniste C un couple (S,Rc), S etant un concept non-flou pouvant representer un unique 
ensemble de symboles Platonistes et R c etant un concept non-flou representant une unique relation non-floue 
ddordre de multiplicite 2 telle que : 

(i)-Rcpeut exister ou bien entre une proposition P ; dQin texte sur S T :(Pi,..,P n ) et une proposition Platoniste 

utilisant des symboles de S, notee Pl c (Pi), (II peut done exister plusieurs Plc(Pi) possibles. On omettra le 

symbole « C » de Pl c sQl nCy a quQin seule code ), ou bien entre P ; et ldensemble vide, on ecrira alors Plc(Pi) 

est ldensemble vide. 

On dira alors que Plc(Pi) est une signification Platoniste de la proposition P ; du texte T dans le code C. On 

dira que P ; a une signification Platoniste vide si Plc(Pi) peut etre ldensemble vide. 

-Plc(Pi) represente toujours au moins un objet mathematique. 

On considere done que, P1(P;) utilisant des objets mathematiques comme symboles, on peut la considerer 
comme pouvant representer des objet mathematique. De plus, le fait que P;(T) est un concept non-flou et que 
R c est non-floue entraine que Pl c (Pi(T)) est un concept non-flou. 

(ii)C a la propriete de linearite, e'est-a-dire que dans un texte sur S T(Pi„.P n ), P1(P;) ne depend que de P ; et 
des Pl(Pj), avec j<i, et suppose que tous ces Pl(Pj) sont vrais, pour j<i. 

(iii)Pour que P1(P;) soit different de ldensemble vide, il faut que : 
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- P; utilise seulement ou bien des symboles composes definis en fonctions d&utres symboles composes 
appartenant a des propositions du texte T precedant P ; ou bien des symboles composes appeles concepts 
primitifs du code C, ces concepts primitifs dependant de R c . 

-Tous les symboles composes utilises dans le texte T qui ne sont pas des concepts primitifs soient definis 
dans des definitions elementaires Platonistes de significations Platonistes Pl(Pj) de propositions de T avec 

(D&pres ce qui precede, un symbole compose (Sj,..,Sj +k ) d&ne proposition P ; peut lui-meme contenir des 
symboles composes. II suffit cependant que seul (Sj,..,Sj +k ) soit associe a une definition pour que P ; puisse 
l&mployer en pouvant avoir une signification non vide). 

(iv)Si on a dans un texte T(Pi,..,P n ) on dira que les significations Platonistes P1(P;) d&ne proposition P ; de T 

sont equivalentes (dans le code C) si, Pli(P;) et Pl2(Pi) etant 2 significations Platonistes quelconques de P; 

dans T, on a : 

-Si PI ] (Pi) est vide ou une proposition Platoniste instable, alors Pl2(P) est vide ou une proposition Platoniste 

instable . On dira alors que P;(T) est instable. 

-Si PI ] (Pi) est une proposition Platoniste stable alors Pl2(P) est une proposition Platoniste stable. On dira 

alors que P;(T) est stable. 

-Si Pli(Pi) est stable, alors les relations exprimees par « Pli(P;) vraie » ( qui sont completement definies) 

entrainent les relations exprimees par « Pl2(Pi) vraie », qui sont elles aussi completement definies. 

Et done « Pli(Pi) vraie » entraine « Pl2(P;) vraie ». Si c&st le cas, on dira P;(T) est vraie. 



Supposant que les proprietes precedentes sont valides pour tout Pli(P;) et tout Pl2(Pi), on obtient done la 
reciproque. « entraine » est un concept primitif ayant son sens usuel. 

(v)C etant un code Platoniste, on admettra par definition d&n code Platoniste que si on a un Texte T(Pi,..,P n ) 
et que dans T Pi,e ,P;-i sont vraies dans C, alors les significations Platonistes de P; dans T sont equivalentes. ( 
On rappelle que P1(P;) est obtenu en supposant Pl(Pi),..,Pl(Pi.i) vraies) 

On doit done supposer que toutes les Pj,e .,P;_i sont vraies pour determiner si P ; est instable , stable ou vraie 
car sinon les significations Platonistes P1(P;) de P ; ne sont pas forcement equivalentes. Et done si on ecrit que 
P ; est vraie, stable ou instable dans (P lv .,P n ), cela signifiera par definition que P lv .,Pi.i sont vraies. 

(vi)T(P!,e ,P n ) etant un texte avec Pi,..,P;_i vraies , si P ; est stable, Pli(P;) et Pi2(Pi) etant 2 significations 
Platonistes de P ; dans T(P lv .,P n ) (et done stables d&pres (iv)), si P; emploie un symbole compose (Oi,..,0;) 
defini par Pli(P;) en fonction des symboles Oi+i,..,O n qui sont des symboles composes utilises dans le texte 
(Pi,..,P;) (et done d&pres (iii) associes a des definitions elementaires Platonistes de certains Pl(Pj) pourj<i+l) 
, alors (Oi,..,0;) est aussi defini par Pi2(Pi) en fonction de (0; + i,..,O n ) et de plus, supposant Pli(P;) vraie (et 
done d&pres (iv) Pl2(P0 vraie), alors tout objet (Oio,..,Oio) pouvant etre represente par (Oi,e ,0;), (Oi+i,..,O n ) 
representant (0;+io,..,O n o) d&pres Pli(P;) peut l&tre aussi d&pres Pl2(Pi). 

Le(vi) signifie done que les definitions de symboles composes utilises dans le Texte (Pi,.,P ; ) sont 
equivalentes dans Pli(P;) et Pl2(Pi). 

DEFINITION 2.26 : 

Soit C(S,Rc) un code Platoniste, et P ; une proposition d&n texte (Pi,..,P n ). 

a) Si P; est stable et n&st pas vraie, on dira que P ; est fausse, ce qui equivaut done a P;(T) stable et P1(P ; (T)) 

fausse. 

b)On designera par « Non » un symbole compose employe par un code C, tel que, si P ; est une proposition 

stable d&n Texte (Pi,..,P n ) (Et done avec Pi,..,Pi.i vraies), alors dans le texte (P lv .,Non(Pi),..,P n ), Non(P ; ) est 

stable et a pour signification Platoniste Non(« P1(P;) »). 

D&pres la definition de la negation d&ne proposition Platoniste, on a alors « P ; est vraie » signifie « Non(P ; ) 
est fausse » et « P ; est fausse » signifie « Non(P ; ) est vraie ». 

Une consequence du Lemme 2.20 est le Lemme : 

LEMME 2.27 : 
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Si on a une proposition P ; dQin texte T(P lv .,P n ) dans un code C : 

a)Si P; est stable, P ; est vraie ou fausse. 

b)Si P; est stable, P ; ne peut etre vraie et fausse. 

c)P ; est vraie ou ndest pas vraie. 

d)On ne peut avoir P ; est vraie et P ; ndest pas vraie. 

On voit que le Lemme 2.27 peut etre considere comme le Principe du Tiers exclu (avec 2 expressions 
possibles) et le Principe de Non-contradiction (avec 2 expressions possibles) pour les propositions dans la 
Theorie Platoniste.(TPL). Cependant, dans cette theorie ce sont des Lemmes justifies theoriquement et 
consequences des Axiomes de la TPL, alors quQls sont admis axiomatiquement dans les theories 
mathematiques de logique formelle. 

DEFINITION 2.28 : 

(S,R C ) etant un code Platoniste, on dira quQin texte T(P lv .,P n ) est vrai (dans C) si pour tout i dans { l,..,n) 

P ; (T) est vraie. 

REMARQUE 2.29 : 

a) Une proposition P ; dQin texte T etant un objet mathematique, on peut considerer que « est vraie » 
utilise dans « P;(T) est vraie », exprime une relation entre P;(T) , le code Platoniste C et IcEMP. Cette 
relation est non-floue dCapres les Principes du Tiers exclu et de Non-contradiction du Lemme 2.27. II 
en est de meme dans « est vraie » utilisee dans « P1(P ; (T)) est vraie ». 

b) Une consequence immediate du Lemme 2.27, est que dans un code C, tout texte T est ou bien vrai ou 
bien nQest pas vrai, et ne peut pas etre vrai et nOetre pas vrai. 

DEFINITION 2.30 : 

(S,Rc) etant un code Platoniste C, T etant un texte (Pi,..,P n ), on dira que Q est une deduction logique 
(relationnelle) de T(Pi,e .,P n ) si on a dGapres les relations exprimees par Pl(Pi),..,Pl(P n ): « Q est vraie dans 
(Pi,.,P n ,Q) », et done Pl(P!),..,Pl(P n ) vraies entrainent que P1(Q) est vraie dans ce texte . 

REMARQUE 2.31 : 

On voit dGapres la definition 2.25 (v) que si Q est deduction logique de T(Pi,..,P n ), alors (Pi,..,P n ) doit etre un 

texte vrai, puisque Q est vraie. 

Le concept primitif de deduction logique relationnelle est important car cGest toujours cette sorte de 
deduction logique qui est utilise en mathematique. 

DEFINITION 2.32 

(S,Rc) etant un code Platoniste, et T (Pi,..,P n ) un texte sur S, on dira que (Qi,..,Qk) est une demonstration sur 

T (dans C) si Qi est deduction logique de T (Ce qui suppose que T est un texte vrai), et pour tout i dans 

{2,..,k}, Q; est deduction logique de (T,..,Q;_i). 

DGapres la definition d&ine deduction logique donnee en 2.30, on a alors (T,Q],e ,Qk) est un texte vrai. 

On peut cependant dans certains cas utiliser dans un texte T des propositions qui ne sont pas vraies: 

DEFINITION 2.33 

Si T est un texte (Pi,..,P n ), on peut utiliser un concept dans le code C, note « On suppose », qui a la definition 

suivante : 

(i)Si Q; est stable dans (Pi,..,Pi.i,Qi) (Et done on a alors (P lv .,Pi_i) vrai), alors P ; : « On suppose Q ; » est vraie 

dans (Pi,.., P;). 

(ii)Il existe (un unique) k>i, telle que P k est la proposition « On ne suppose plus Q ; » qui est vraie. (On 

considere le cas ou pour i<j<k, Pj nQest pas de la forme Pj : « On suppose Qj ») 

(iii)Pour i<j<k, Pj est telle que si dans le Texte (Pi,e ,Q;,..,Pj), Q;,..,Pj_i sont vraies, alors Pj est vraie dans 

(Pi,..,Pj). (Et done « Pl(Pj) vraie » est entrainee par « Pl(Pi) vraie »,.., « P1(Q0 vraie »,.., , « Pl(Pji) 

vraie »)). On dira que Pjest une deduction logique relationnelle conditionnelle de (Pi,..,Pj_i). 

(iv)Pour j>k, on ne tient plus compte des propositions P iv .,P k pour obtenir Pl(Pj) et determiner si Pj est vraie, 

stable ou instable, mais seulement des propositions Pi,..,P; i,P k+ i,e ,Pj.i. 
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LEMME 2.34 : 

Si on a un texte T(P lv .,P n ) et on a la proposition P ; : « On suppose Q ; », Q ; etant une proposition stable dans 

(Pi,..,P;-i,Qi), alors avec les notations de la Definition 2.33, si on obtient une deduction logique 

conditionnelle Pj (done avec i<j<k) de (Pi,..,Pj.i) telle quOon ait une signification Platoniste Pl(Pj) qui ne soit 

pas vraie (et done fausse ou instable), alors Q ; ndest pas vraie dans (Pi,..,Qj), et done Non(Qj) est vraie dans 

(P lv .,Non(Q0). 

Preuve : 

II resulte de la Definition 2.33 dune deduction logique conditionnelle que si Q; est vraie dans (Pi,..,Qj), alors 
P;+i,..,Pk-i sont vraies dans le Texte (Pi,<§ ..,Pk-i) (Car Q ; est vraie entraine P i+1 vraie.. qui entraine P kl vraie). 
Et done si on obtient Pl(Pj) qui ndest pas vraie pour i<j<k, on nCa pas Pj est vraie dans le Texte (P lv .,P k ), et 
done il est impossible que Q; soit vraie dans (Pi,..,Qj). Done dCapres la Principe du Tiers exclu, Q; nOest pas 
vraie dans (P lv .,Qj),et done Q ; etant stable, Non(Q ; ) est vraie dans (Pi,e ,Non(Q ; )) 

REMARQUE 2.35 : 

a)Si on obtient Pl(Pj) nOest pas vraie avec i<j<k, alors Non(Q ; ) peut etre consideree comme deduction logique 
relationnelle de (Pi,..,P;_i). On prendra done en general P k+1 :Non(Q ; ), et pour h>k+l, les Ph seront deductions 
logiques relationnelles de (Pi,..»Pi.i,Pk+iv»Ph-i). 

b)On remarque que les significations Platonistes de Pj ne sont plus forcement equivalentes entre elles pour 
i<j<k. En effet, si Q ; nGest pas vraie, la definition du code Platoniste nOentraine plus que les Pj doivent avoir 
des significations Platonistes equivalentes pour i<j<k. Et done il peut etre necessaire de choisir 
arbitrairement Pl(P i+ i),..,Pl(P k .i), Pj etant deduction logique conditionnelle de P lv .,Pj_i. Alors on determine 
Pl(Pj) en supposant vrais les Pl(P i+ i),..,Pl(Pj_i) choisis arbitrairement. II suffit que pour un seul choix de 
Pl(P; + i),e , Pl(Pji) on trouve quQine signification Platoniste de Pl(Pj) de Pj nOest pas vraie, pour quOon 
obtienne que Q ; nOest pas vraie dans (Pi,.,Q ; ). 

c)On aurait pu aussi definir de fa9on analogue a la definition 2.33 des preuves par lCabsurde imbriquees, 
e'est-a-dire par exemple dans un texte (Pi,..,P n ): 
P; : On suppose Q ; , P i+ i :On suppose Q i+ i, P i+2 :On suppose Q i+2 , avec 

Ph(i) : On ne suppose plus Q;, Ph(i+i) : On ne suppose plus Q;+i, Ph(i+2) :On ne suppose plus Qi+2 aveci+2< 
h(i)<h(i+l)<h(i+2). 

RELATIONS FONDAMENTALES 2.36 : 

On peut obtenir des relations non-floues de la facon suivante : 

(Oi,e ,O n ) etant un concept general non-flou (representant des sequences de n objets), on peut definir dans 

certains cas pour toute sequence (Oio,..,O n o) pouvant etre representee par (Oi,..,O n ) une proposition Platoniste 

P(O 10 ,..,O n0 ). 

On dira alors quOon a une proposition Platoniste P(Oi,..,O n ) definie enfonction de (Oi,..,O n ). 

On peut alors definir la relation R P de base (Oi,..,O n ) et telle que R P (Oio,..,O n o) signifie « P(Oio,..,O n o) est 
vraie » et Non(R P (Oio,..,O n o) signifie « P(Oio,-.O n o) nOest pas vraie ». 

DGapres les Principes de Non-contradiction et du Tiers exclu pour les propositions Platonistes, on obtient 
facilement que R P est non-floue. 

Si on a 2 propositions P(Oi,..,O n ) et Q(Oi,..,O n ) definies en fonction de (Oi,..,O n ), il est utile de 
considerer la relation Rc(p,q) de base (Oi,..,O n ) et telle que Rc(p,q) (Oio,..,O n o) signifie « « Q(Oio,..,O n o) est 
vraie » ou « P(Oio,..,O n o) nOest pas vraie » » (Ce quOon peut ecrire aussi « P(Oio,..,O n o) est vraie » entraine 
« Q(Oio,e ,Ono) est vraie ») et « NonR C(P; Q) (Oi ,..,O n0 ) signifie « P(Oi ,..,O n0 ) est vraie et Q(Oi ,..,O n0 ) nOest 
pas vraie » . 

R C ( P ,q) est non-floue comme composee de relations non-floues. 

OQ,..,OCa etant n symboles associes a des definitions, on notera alors Cond(P(OQ,..,OQ),Q(OQ,..,OQ)) la 
proposition elementaire Platoniste Rc(p,qj (OQ,..,OQ) definie precedemment. 

Elle est done stable si OQ,..,OQ sont des concepts non-flous inclus dans Oi,..,O n , et elle est vraie si on a pour 
tout (Oq o,.., OQo) pouvant etre represents par (Oq,..,OQ) P(Oq ( ),..,OQo) entraine Q(Oqo,..,OQo). 
On definit aussi Eq(P(Oq,..,OQ), Q0;Oq,..,OQ)) comme la proposition Platoniste 
« Cond(P(Oq,.,OQ),Q(Oq,..,OQ)) et Cond(Q(Oq,..,OQ),P(Oq,..,OQ)) ». 

Dans la definition dQine proposition Platoniste P(Oio,..,O n o) definie pour Oi,..,O n fixes representant 
Oio,..,O n o, on peut utiliser des propositions elementaires Platonistes du type 
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Cond(Q(Oq,..,OQ),R(Oq,..,OqO), mais dans Q(Oq,..,OQ) et R(Oq,..,OQ), si on utilise Oi,..,O n , ceux-ci sont 
fixes et represented Oio,..,O n( ). 

Plus generalement si Q(Ogqi,..,Ogqii) est une proposition Platoniste definie en fonction de (Ogqi,..,Ogqii) et 
R(Ogri,--,Ogr p ) est une proposition Platoniste definie en fonction de (Ogri,..,Ogr p ), on peut considerer la 
Proposition elementaire Platoniste : 
Cond(Q(0 Q1 qe ,0 Qn Q\ R(O R1 q..,O Rp 0). 

Cette proposition elementaire Platoniste est stable si Oojqe ,Or p 6 sont des concepts non-flous avec 
(Ogjqe ,O Qn est inclus dans (OG Q i,..,0 G Qn) et (O R iq..,O Rp est inclus dans (0 G ri,..,0 G r p ) 
Pour (OQiqe ,O Rp representant (OQioq..,0 Rp oQ\ la proposition Platoniste precedente exprime la relation : 
« R(ORioqe ,Or p oO est vraie » ou « Non(Q(OQioq..,OQ n o0 est vraie ». 

Si on a une definition D(o,0 lv .,O n ), alors on peut considerer la definition elementaire Platoniste : 

Def(A) 

R(A,Oi,..,O n ) : A est ldensemble dont les elements correspondent a la definition D(o,Oi,.,O n ) de parametres 

fixes Oi,..,O n . 

DCapres le precedent article (1) , si D(o,Oi,..,O n ) est basique et non-floue, alors A est un concept existant non- 
flou defini uniquement en fonction de Oi,..,O n . La definition precedente est alors vraie. 

REMARQUE 2.37 : 

a)On voit dans cet article une justification theorique a IcAxiome 2.5 fondamental de lCarticle precedent (1) 
permettant dcbbtenir quQine definition est non-floue. En effet, on a vu dans IcAxiome 2.5 de cet article 
quQine relation R P composee de relations non-floues etait une relation non-floue, de meme quQine relation 
definie dans la section precedente en utilisant une proposition P(Oi,.,O n ) definie en fonction de Oi,..,O n . On a 
vu aussi dans le Lemme 2.15 que si on utilisait seulement des relations non-floues et des concepts non-flous, 
on definissait des concepts non-flous. II en resulte que si on considere seulement les definitions obtenues en 
utilisant les relations elementaires non-floues definies en utilisant les concepts primitifs relationnels usuels 
ainsi que les concepts non-flous comme ldensemble vide, les ensembles, lcEMP, on obtiendra seulement des 
concepts non-flous (ou des symboles ne representant aucun objet). CGest aussi le cas si utilisant des 
definitions non-floues, on obtient 1 (Existence de concepts ensembles en utilisant IcAxiome 2.14 dOexistence 
ddensemble de lGarticle precedent . On peut aussi pour chaque definition D(o) ldexprimer explicitement en 
utilisant des relations et des concepts non-flous, et done prouver theoriquement quOelle est non-floue. 

b)On remarque que dGapres la Definition 2.14, si on a une definition elementaire Platoniste vraie : 

DefCO,,..^) 

R(0 lv .,O n ) 

Alors (Oi,..,0;) est un concept existant non-flou associe a une definition non-floue D(oi,.,Oi,Oi+i,..,O n ), qui 
peut sOEcrire RCo^.^Oi^i+i,..,©,!). 

c)Si on a un concept general non-flou (ci,e ,c n ), on utilisera souvent la definition elementaire Platoniste non- 
floue et vraie: 
Def(0,,..,O n ) 
R(Oi,..,O n ): (Oi,..,O n ) appartient au concept general (ci,..,c n ). 

DEFINITION 2.38 : 

On dira que Oa est une fonction-concept definie sur un concept general non-flou (ci,..,c n ) si, (Oi,..,O n ) etant 

definis par : 

Def(0,,..,O n ) 

R(Oi,..,O n ) : (Oi,..,O n ) appartient au concept (c lv .c n ). 

On a une definition non-floue du type D A (o,Oi,..,O n ) telle que A soit un concept particulier existant associe 
aD A (o,Oi,..,O n ). 

(ci,..,c n ) et D A (o,Oi,..,O n ) definissent done la fonction-concept A . 
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Alors si (Oio,.-;Ono) peut etre represente par (c lv .,c n ), OA(Oio,.-,O n o) est le concept associe a D A (o,Oi,..,O n ). 
On dira que O A (O 10 ,e ,O n0 ) est idmage par la fonction-concept A de (Oio,.-,O n0 ). 

En general A sera defini uniquement en fonction de (Oi,..,O n ). 

Pour que A soit un concept associe a une definition non-floue D A (o,Oi,..,O n ), il suffit que A soit defini par 
une proposition Platoniste utilisant seulement les concepts particuliers Oi,..,O n pour definir A , ainsi que des 
concepts particuliers obtenus a partir de Oi,..,O n et de concepts generaux. 

Par exemple, on peut considerer que F, defini sur le concept representant tous les couples ddensembles, et tel 
que F(A,B) est lOEnsemble des applications de A dans B est un concept-fonction. De meme, (A,B) etant un 
couple ddensemble, on peut considerer que AxB est lQmage de (A,B) par une fonction-concept. 

Nous allons maintenant donner des exemples illustrant les notions precedentes. 

EXEMPLE 2.39 : 

EXEMPLE 2. 39 A : 

On peut par exemple donner la definition generale associee au concept general « equation dans R » : 

Defl(F) 

R1(F,R) :F est element de F(R,R). (II est evident que F(R,R) est un concept general). 

Def2(O eqR ) : 

R(O eq R,F) : OeqR est identique a (Eq,F). (Ici « Eq » represente un couple de symboles determine). 

On obtient immediatement que F et O eq R sont des concepts non-flous. Le concept general « une equation 
dans R » peut representer tous les objets pouvant etre represented par O eq R. II est done non-flou. II est defini 
par la proposition elementaire Platoniste vraie de type definition generale : 
Def Gen (une equation dans R,O eqR ). 

EXEMPLE 2.39B : 

On peut definir la fonction-concept Sol, sur le concept general « une equation dans R », tel que si E est une 

equation dans R , Sol(E) est lOEnsemble des solutions de E. 

Si E est defini par : 

Def(E) 

R(E) : E appartient au concept « une equation dans R ». 

Alors on definit le concept Sol par : 

Defl(F) 

R1(F,E): (E est identique a (Eq,F) 

Def2(Sol) 

R2(Sol,F) : Sol est lOEnsemble dont les elements correspondent a la definition D(x,F) : « F(x)=0 ». 

On obtient immediatement que Sol est un concept non-flou associe a une definition du type D(Sol,E), et done 
on a bien defini une fonction-concept. 

EXEMPLE 2.39C : 

On supposera que les concepts « un groupe commutatif » et « un corps commutatif » sont des concepts 

generaux associes aux definitions usuelles de ces concepts. On peut obtenir une definition Platoniste de ces 

concepts totalement analogue a la definition Platoniste suivante dQin espace vectoriel. 

On definit en effet le concept general « un espace vectoriel » par la Proposition Platoniste 

suivante Def E v(O ev ): 

Def EV (O ev ) : 

P EV l:Def ev l(E,+,K,+ K ,x,.) 

P ev l(E,+,K,+ K ,x,.) 
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P EV 2 :Def ev 2(O ev ) 

R ev 2(O ev ,E,+,.):O ev est identique a (E,+,.) 

On aurait pu remplacer R ev 2(O ev ,E,+,.) par R ev 2(O e v,(E,+,K,+ K ,x,.)). Oev est done defini uniquement en 
fonction de (E,+,.), mais aussi de (E,+,K,+ K ,x,.). 

P ev l est une proposition Platoniste definie sur toute sequence de 6 objets (E ,+o,Ko,+ko, x Ovo) par : 
Pevl(Eo,+o,Ko,+KO, x Ovo) : 

Pl:Defl(E,+,K,+ K ,x,.) 

R1(E,+,K,+ K ,x,.): (E,+,K,+ K ,x,.) est identique a(E ,+ ,Ko,+Ko,Xovo) 

P2 :R2(E,+): (E,+) appartient au concept « un groupe commutatif ». 

P3 :R3(K,+ K ,x) : (K,+ K ,x) appartient au concept « un corps commutatif ». 

P4 :R4(.,K,E) : . est element de F(KxE,E). 

P5 :Def5(x,y,a,P) : 

R5(x,y,a,p,E,K) : (x,y) est element de E et (a,P) est element de K . 

P6 :R6( x,y,a,p,+,K,+ K ,x,.) : (l K .x est identique a x (l. K est lOelement neutre pour x, qui existe toujours si 
(K,+ K ,x) est un corps et peut done etre considere comme lQmage de (K,+ K ,x) par une fonction-concept). et 
((a+ K P).x est identique a a.x+p.x) et a.(p.x) est identique a (axp).x) et (a.(x+y) est identique a (a.x)+(a.y)) 



P ev l(Eo,+o,Ko,+Ko,X(),.o) etant une proposition Platoniste, on peut considerer Pevl comme une relation non- 
floue, et done P EV 1 definit un concept non-flou. Et done O ev est un concept non-flou, puisquOon a vu dans le 
precedent article (1) quQl existait au moins un objet correspondant a la definition Def EV (O e v)- Et done « un 
espace vectoriel » est un concept general non-flou. 

3.CONSISTANCE,COMPLETUDE ET PARADOXES 

A)CONSISTANCE 

On sait que toute theorie classique mathematique utilise des Axiome evidents. On peut modeliser 
mathematiquement une telle theorie par le TLP par les definitions suivantes : 

DEFINITION 3.1 : 

C(S,Rc) etant un code Platoniste, on appelle theorie mathematique Platoniste sur C un couple (C,Tax), ou 

Tax est un texte vrai. 

DEFINITION 3.2 : 

(C,Tax) etant une theorie mathematique Platoniste, on appelle demonstration sur (C,Tax) tout texte sur S 

(Pi,e ,P n ) telle que pour i dans { l,..,n}, P ; soit deduction logique relationnelle de (Tax,Pi,S ,P;-i). 

DEFINITION 3.3 : 

On dira quQine proposition Platoniste P p io appartient a une theorie mathematique Platoniste (C,Tax) sQl 
existe une demonstration (Pi,..,P n ) sur (C,Tax) telle que P p io soit equivalente a lQine des significations 
Platoniste Pl(P n ) de P n dans (TAx,-,P n )- 

Une consequence immediate des definitions precedentes est le Lemme suivant de consistance : 

LEMME 3.4 : (de consistance) : 

a)Pour toute demonstration (P lv .,P n ) sur une theorie (C,Tax), et pour tout i dans {l,..,n}, on a Plc(Pi) est 

vraie.(Dans (TAx,e ,P n ). 

b)Toute proposition Platoniste P p io appartenant a une theorie Platoniste est vraie. 
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c)Toute theorie mathematique Platoniste (C,Tax) est consistante, c'est-a-dire quQl est impossible dcbbtenir 2 
demonstrations (P lv .,P n ) et (Qi,..,Q r ) sur (C,Tax) telle que Pl(Q r ) (dans (T A x,-,Qr) soit equivalente a 
Non(Pl(P n )) (Pour P n dans (Tax,.,P„)). 

Preuve : 

a) et b) sont la consequence de la definition dome deduction logique relationnelle. 

Avec les hypotheses du c), on a d&pres a) que Pl(Q r ) est vraie et Pl(P n ) est vraie (Q r et P n dans les textes 

consider es). 

Done Non(Pl(P n )) est fausse, et done puisque Pl(Q r ) est equivalente a Non(Pl(P n )), Pl(Q n ) est vraie et fausse, 

ce qui est impossible d&pres le Principe de non-contradiction des propositions Platonistes. 

REMARQUE 3.5 : 

Supposons quODn ait k propositions Platonistes P pll ,..,P plk appartenant a une theorie mathematique Platoniste 

(C,Tax). 

II est souvent utile de considerer un texte (T AX ,Qi,..,Qk), tel que dans ce texte , pour i dans {l,..,k}, Q ; ait 

pour signification Platoniste P pli . 

II en resulte quODn a alors dans le texte precedent Q lv .,Q k sont des propositions vraies et done (TAx,Qi,.-,Qk) 

est un texte vrai. De plus, on peut considerer que Q ; est deduction logique relationnelle de (TaxvQi i) 

(Puisque P1(Q;) appartient a la theorie (C,Tax))- 

II en resulte, que pour toute demonstration (Pi,..,P n ) sur (TAx,Qiv,Qk), P n est vraie dans (TAx,Qiv,Qk,Pi,-,Pn) 

et on peut considerer que Pl(P n ) appartient a la theorie (C,Tax)- 

B)COMPLETUDE 

Pour etudier la completude d&ne theorie (C,Tax), on doit modeliser mathematiquement les deductions 
logiques relationnelles utilisees dans les theories mathematique classiques. Dans ces theories, on utilise 
seulement celles qui sont « evidentes ». II en resulte que seules certaines deductions logiques relationnelles 
peuvent etre utilisees dans les demonstrations des theories mathematiques classiques. On doit les modeliser 
dans la TLP par des theories mathematiques Platonistes deductives : 

DEFINITION 3.6 : 

On appelle theorie mathematique Platoniste deductive un triplet (C,Tax,Rd), ou (C,Tax) est une theorie 
Platoniste et R D est un concept non-flou representant une unique relation non-floue debrdre de multiplicite 2, 
qui peut exister entre une proposition P n et un texte (Pi,..,P nl ), P n etant toujours une deduction logique 
relationnelle de (Pi,..,P n _i). On dira alors que P n est deduction logique de (Pi,..,P nl ) dans la theorie Platoniste 
deductive (C,Tax,Rd)- 

On peut modeliser les theories classiques par des theories deductives, ou R D est telle que une deduction 
logique P n de (Pi,..,P n _i) dans (C,Tax,Rd) est toute deduction logique relationnelle « evidente » de (Pi,..P n _i). 
On peut aussi definir R D a l&ide de regies de deduction analogues a celles utilisees dans les systemes 
formels. 

DEFINITION 3.7 : 

On definit une demonstration sur une theorie Platoniste deductive, et quQine proposition Platoniste 
appartient a une theorie Platoniste deductive de la meme facon que pour une theorie Platoniste, en 
remplafant « deduction logique relationnelle » par « deduction logique relationnelle dans la theorie 
deductive (C,Tax,Rd) »• 

On obtient alors pour une theorie deductive un Lemme de consistance totalement analogue au Lemme de 
consistance obtenu pour une theorie Platoniste. 

On peut alors definir la completude dome theorie mathematique Platoniste deductive de la facon suivante : 

DEFINITION 3.8 : 

(C,Tax,Rd) etant une theorie Platoniste deductive, on dira quQine proposition Platoniste P p i est stable dans 
(C,Tax,Rd) sQl existe un texte (Pi,..,P nl ) de propositions telles que dans ce texte, pour tout i dans { l,..,n}, P ; 
est vrai et P1(P;) appartient a (C,Tax,Rd), et quODn ait une proposition P n qui soit stable dans (Pi,..,P n ), avec 
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Pl(P n ) equivalente a P p io. (C'est-a-dire avec la definition donnee plus haut : Pl(P n ) stable entraine P p i stable 
(et reciproquement) et de plus « Pl(P n ) vraie» entraine « P pl0 vraie » (et reciproquement)). 

DEFINITION 3.9 : 

(C,Tax,Rd) etant une theorie Platoniste deductive, on dira quGelle est complete si pour toute proposition 

stable Ppio dans (C,Tax,Rd), ou bien P p io appartient a (C,Tax,Rd) ou bien Non(P p io) appartient a (C,Tax,Rd)- 

A priori, il nCy a pas de raison qu&ine theorie Platoniste deductive soit complete, puisque seules certaines 
deductions logiques relationnelles peuvent etre utilisees pour obtenir des propositions Platonistes vraies 
appartenant a la theorie. Nous allons cependant dans la section suivante voir si le Theoreme dQncompletude 
de Godel obtenu pour les systemes formels peut s&ppliquer aux theories deductives Platonistes. 



OPARADOXES 

II est done interessant dGexaminer si le theoreme de Godel peut se generaliser aux theories mathematiques 

Platonistes deductives. 

(C,Tax,Rd) etant une theorie Platoniste deductive identified a une theorie classique, R D ne permettant que les 

deductions logiques relationnelles evidentes, on considere la proposition : 

P : « P ndest pas demontrable dans (C,Tax,Rd) ». 

Si on veut obtenir que P est vrai, procedant classiquement comme dans le Theoreme de Godel, on suppose 

que P est fausse, alors P est demontrable, ce qui contredit P et est done impossible, et done P est vraie. 

Cependant, cette demonstration est inacceptable pour justifier que P est vraie, car elle est une demonstration 

dans (C,Tax,Rd), nQitilisant que des deductions logiques evidentes, et done si on lCaccepte comme 

demonstration de P, P est contredite. 

Done P ne peut etre fausse ni vraie. 

Or ceci sdexplique dans la TLP par le fait que P est instable : II nCy a pas de propositions Platonistes stables 

qui soient signification Platoniste de P. Et done le fait quebn ne puisse demontrer P ne prouve pas 

lQncompletude de (C,Tax,Rd)- 

On aurait pu supposer « P ndest pas vraie » au lieu de « P est fausse », mais si on veut alors utiliser la 

demonstration precedente, il faut que P soit stable, et que Non(P) entraine que « P est demontrable ». Et 

done la encore la demonstration ndest pas valide si P est instable. 

II en est de meme pour la proposition P : « P est vraie », le fait qudelle ne soit ni vraie ni fausse se justifie si 

elle est instable. 

On voit done que le Theoreme de Godel ne se generalise pas pour prouver lQncompletude des theories 

mathematiques Platonistes deductives. 

On peut utilisant une proposition Platoniste definir un systeme formel classique, et done montrer qu&m 
systeme formel peut etre identifie a un concept non-flou de la TLP. Dans certains cas on peut identifier un 
systeme formel avec une theorie Platonique deductive, et alors on peut lui appliquer le Lemme de 
consistance. Ainsi pour justifier theoriquement la consistance dQm systeme formel, il suffit de montrer quOon 
peut lQdentifier a une theorie Platoniste deductive (C,Tax,Rd), C etant un code Platoniste (S,Rc). 

4.EXEMPLES 

II est evident quOon peut identifier les symboles usuels aux elements dQin ensemble de symboles 
Platonistes. On utilise dans les mathematiques usuels des symboles superposes par exemple pour representer 
des quotients de fonction ou des integrales. II est evident quOon peut definir un code equivalent nQitilisant 
que des symboles successifs. De plus, on peut considerer que la syntaxe usuelle definit un code Platoniste. 
Pour illustrer ceci, nous allons montrer dans des exemples simples comment expliciter la signification 
Platoniste de theoremes classiques. Ceci est a priori possible pour toute proposition utilisee en 
mathematique. Pour definir les relations et les concepts utilises dans les propositions Platonistes utilisees, on 
emploiera des concepts primitifs, ainsi que des concepts predefinis, correspondants aux concepts basiques 
fondamentaux utilises en mathematique. 

P etant une des propositions (theoremes) dont on va donner une signification Platoniste, on la considere dans 
un texte (T,P), ou T est un texte vrai definissant les concepts basiques usuels en mathematiques, quQ>n 
pourra utiliser pour obtenir les concepts predefinis de P. 
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EXEMPLE4.1 : 

Soit par exemple le Theoreme de Bezout : 

« p et q sont 2 naturels premiers entre eux si et seulement si il existe u,v dans Z tels que pu+qv=l ». 

On definit dCabord la proposition Pr(p,q) :« (p,q) sont 2 naturels premiers entre eux », utilisant comme 
concepts generaux ayant leur signification usuelle « divise » (relation definie entre 2 entiers), N, Z, « est 
identique », « est element de » et « Cond » (definie dans la section 2.36). 

La proposition Pr(p,q) entre 2 naturels p et q fixes, est definie par : 

Pr(p,q) : 

Prl :Defl(d) 

Rl(d,N) : « d est element de N ». 

Pr2: 

Cond (P2A(d),P2B(d)) 

Avec P2A(d) : 

R2A(d,p,q) :« d divise p et d divise q » 

Et P2B(d) : 

R2B(d,l) : « d est identique a 1 » 

On exprime alors le Theoreme de Bezout par, utilisant comme concepts predefinis Z, +,x (dans Z), et la 

relation « Eq », definie en 2.36 : 

PI :Defl(p,q) 

Rl(p,q,N) : « p est element de N et q est element de N » 

P2 :Eq2(PA(p,q),PB(p,q)) 

Avec 

P2A(p,q) :Pr(p,q) 

P2B(p,q) : 

Def2B(u,v) 

R2B(u,v,p,q,Z) : « u est element de Z et v est element de Z et uv+pq=l » 

EXEMPLE 4.2 : 

Considerons le theoreme permettant dcbbtenir les solutions d&ine equation reelle du second degre. : 

« Si on a lGequation a coefficients reels du second degre ax 2 +bx+c, alors, si C|3=b2-4ac : 

Si C|3:0, lOequation nek aucune racine reelle, si C|3=0, lOequation a une unique racine reelle -b/2a, et si q>0 

lOequation a 2 racines reelles ri=(-b+ac0/2a et r 2 =(-b-cicp/2a. » 

On utilise alors les memes concepts generaux predefinis que dans ldexemple precedent, l&ddition, la 
multiplication, la division dans R et les racines carrees dQin reel positif, ainsi que, F etant une fonction dQm 
ensemble A dans R, lOEquation (Eq,F) definie dans ldexemple 2.39A et la definition de F(A,B), ensemble des 
applications de A dans B, qui on lGa vu peut etre considered comme lQmage de (A,B) par une fonction- 
concept. 

On rappelle que dans lGarticle (1) , on a donne un Axiome permettant dans certains cas dcbbtenir lGexistence 
dQm ensemble A(Oi,.,O n ) dont les elements sont les objets correspondant a la definition D(x,Oi,..,O n ). 
Comme on lGa vu dans la section 2.36,on definit A par la proposition elementaire Platoniste suivante : 

Def(A) 

R(A,Oi,..,O n ) : « A est lGensemble dont les elements correspondent a la definition D(x,Oi,..,O n )». 

Cette proposition elementaire Platoniste est stable si Oi,..,O n sont des concepts non-flous et si D(x,Oi,..,O n ) 

est une definition non-floue (ce qui est equivalent au fait que le concept X associe a D(x,Oi,..,O n ) est non- 

flou). Si de plus cette definition est basique, dGapres IcAxiome dGexistence dGensemble donne dans le 

precedent article (1) , alors la definition Platoniste de A est vraie et A est un concept non-flou defini 

uniquement en fonction de (Oi,..,O n ). 

Le theoreme a alors la signification Platoniste : 
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PI :Defl(a,b,c) 

Rl(a,b,c,R) : « (a,b,c) est element de R 3 , et a est different de ». 



P2 :Def2(F) 

R2(F,a,b,c) : 

On peut done aussi representer F par F(a,b,c), F etant defini uniquement en fonction de (a,b,c) . 



R2(F,a,b,c) : « F est element de F(R,R) et si x est element de R, F(x)=ax 2 +bx+c ». 



P3 :Def3(E) 

R3(E,F) : « E est identique a lOequation dans R (Eq,F) » 

On peut done aussi representer E par E(a,b,c) puisque F est defini uniquement en fonction de (a,b,c) et E est 

defini uniquement en fonction de F. 

P4 :Def4(S) 

R4(S,F) : « S est ldensemble de dont les elements correspondent a la definition D(x,F): F(x)=0 » 
On peut done representer S par S(a,b,c), puisque S est defini uniquement en fonction de F. 



P5 :Def5(q) 

R5(cpa,b,c) : 

On peut done ecrire cpsous la forme C$a,b,c). 



R5(cpa,b,c) : « q^b 2 -4ac » 



P6 :Cond (P6A(a,b,c),P6B(a,b,c)) 

Avec P6A(a B ,b B ,c B ) P6B(a B ,b B ,c B ) sont des propositions Platonistes definies en fonction de (a B ,b B ,c B ) 

pouvant representer tous les triplets de reels (a,b,c), avec a non nul. 

(a,b,c) etant 3 reels, avec a non nul, on a : 
P6A(a,b,c) : R6A(a,b,c) : « C$a,b,c)<0 » 

P6B(a,b,c) : « R6B(a,b,c) : « S(a,b,c) est identique a lrjensemble vide ». 

P7 :Cond (P7A(a,b,c),P7B(a,b,c)) 

Avec: 

P7A(a,b,c) :R7A(a,b,c) : « C$a,b,c)=0 » 

P7B(a,b,c) :R7B(a,b,c) : « S(a,b,c)={-b/2a} » 

P8 :Cond (P8A(a,b,c),P8B(a,b,c)) 

Avec P8A(a,b,c) : R8A(a,b,c): « C$a,b,c)>0 » 

P8B(a,b,c) : 

Def8B(i)( ri ,r 2 ) 

R8B(i)(ri,r 2 ,a,b,c) : « ri(a,b,c)=(-b+acp|a,b,c))/2a et r 2 (a,b,c)=(-b-acpja,b,c)) /2a » 

R8B(j)(a,b,c) : « S(a,b,c)={ri,(a,b,c),r 2 (a,b,c)} ». 

(On aurait pu aussi definir la fonction-concept «Sol » definie dans IcExemple 2.39B) 

EXEMPLE 4.3 

Considerons le Theoreme de Cailey-Hamilton : 

« n etant un naturel et A une matrice de Mn(C), X A (x) etant le polynome caracteristique de A, on a 

X A (A)=0» 

On utilise comme concepts generaux predefinis N, Mn(C) (n etant un naturel, Mn(C) peut etre considered 
comme lQmage de n par une fonction-concept ou par un concept general representant une fonction definie 
entre 2 ensembles), les elements Id Mn et Mn de Mn(C) (qui peuvent etre considered comme les images de n 
par des fonctions representees par des concepts generaux), la fonction Det(M), M etant une matrice carree 
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complexe (Det peut etre consideree comme une fonction-concept ou comme une fonction definie entre 2 
ensembles), et P(x) etant un polynome de C(x) et M etant une matrice de Mn(C), la matrice P(M), (P(M) 
peut etre considere comme lQmage de (P,M) par une fonction-concept ou par une fonction definie entre 2 
ensembles). 

Le theoreme precedent a alors la signification Platoniste suivante : 

PI : Defl (n) 

Rl(n,N*) : n est un element de N* . 

P2 :Def2(A) 

R2(A,n): A est un element de Mn(C). 

P3 :Def3(X A ) 

R3(X A ,A,C,n) : « X A est element de F( C, C) et X A (x)=det(A-xId Mn ) » (X A est done un polynome a 

coefficients dans C). 

P4 :R4(X A ,A,n) : « X A (A)=0 M „ ». 

Dans les 3 exemples precedents, on aurait pu obtenir, utilisant l&rticle precedent et les exemples presentes 
dans la section 2.39, les propositions Platonistes definissant les concepts predefinis quGDn a utilises. On 
aurait aussi pu definir toutes les relations quebn a utilisees par des propositions Platonistes nQitilisant que des 
relations elementaires, et done justifier ainsi qudelles sont des relations non-floues. 

EXEMPLE 4.4 : 

On demontre facilement IcAxiome du choix dans la TLP : 

On rappelle cet Axiome : 

« Si on a un ensemble E dont les elements A sont des ensembles disjoints non vides, alors il existe un 

ensemble ayant exactement un element de chaque ensemble. » 

Preuve : 

Soit E un concept non-flou representant un unique ensemble dont les elements sont des ensembles disjoints 

non vides. 

D&pres lQ\xiome 2. 14e) donne dans l&rticle precedent, il existe un ensemble non-flou unique F=U E (A) dont 

les elements sont les elements des ensembles A appartenant a E. (On definit B(A)=A, defini par une 

definition non-floue uniquement en fonction de A). 

D&pres le premier article (1) , il existe done un concept non-flou F(E,F) dont les elements sont toutes les 

applications de E dans F. 

De plus il est evident d&pres lchypothese quQl existe au moins une application de E dans F qui a tout 

element A de E donne pour image un element de A. 

Done il existe au moins un objet correspondant a la definition : 

D(o) : « o est element de F(E,F) et pour tout A element de E, il existe un element a de A (associe a la 

definition D(a) : « a est element de A » tel que (A, a) est element de o ». 

Or d&pres lcAxiome 2.5 de l&rticle precedent cette definition est non-floue et elle est evidemment basique, 

done il existe un ensemble G dont les elements correspondent a la definition D(o) precedente et on a vu que 

G est non- vide. 

On considere alors la definition de parametre fixe g, concept associe a « o est element de g » (C'est-a-dire on 

le rappelle pour g fixe). 

D(o,g) : « o est element de F et il existe un element A de E tel que g(A)est identique a o » 

Cette definition etant basique et non-floue, d&pres IcAxiome 2.14 de l&rticle precedent, il existe pour tout g 

dans G un unique ensemble note classiquement g(E) dont les elements correspondent a la definition D(o,g) 

precedente, g etant fixe. 

II est evident que tout g(E) convient, et quQl en existe au moins un puisque G est non vide. 



5.CONCLUSION : 
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On a done vu dans cet article que la TLP est une theorie mathematique de logique pouvant 
interpreter ldensemble des mathematiques classiques . Cette theorie mathematique est entierement nouvelle et 
donne une justification theorique au Principe de Non-contradiction et au Principe du Tiers exclu qui sont 
admis axiomatiquement dans les theories actuelles de logique formelle. On a vu aussi que la TLP donne 
aussi une justification theorique a la consistance des theories mathematiques classiques. La TLP fait 
apparaitre une analogie remarquable entre la construction de toutes les theories mathematiques classiques 
ainsi qudentre la construction de toutes les propositions mathematiques et les demonstrations utilisees en 
mathematiques. La TLP modelise en effet toutes les theories mathematiques classiques ainsi que les 
propositions et demonstrations qudelles utilisent a l&ide dQin code Platoniste. 

Ainsi la TLP apparait comme une theorie mathematique fondamentale permettant de comprendre le 
sens profond des mathematiques. 
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Resume : 

Nous avons presente en 2 articles (Theorie Aleatoire des Nombres (T.A.N) Parties I et II) une theorie 
mathematique etudiant le hasard en theorie des nombres, dont lQmportance est fondamentale. Cette theorie 
fait apparaitre que certaines propositions en theorie des nombres ont une explication theorique basee sur le 
hasard, sans que rien nQndique qudelles aient en plus une demonstration classique, c'est-a-dire utilisant 
seulement les Axiomes classiques de la theorie des nombres. Au contraire, on peut penser que leur seule 
explication mathematique theorique est basee sur le hasard. 

Nous avons appele Theorie Aleatoire des Nombres cette theorie tres generale permettant dOetudier 
ces propositions, elle est basee sur un Axiome fondamental, IcAxiome du Hasard, et aussi sur un nouveau 
type de proposition appelees pseudo- Axiomes aleatoires, propres a cette theorie et admis sans demonstration 
comme les Axiomes et dont la necessite est la consequence de IcAxiome du Hasard. Ainsi, la TAN permet 
dcbbtenir des explications theoriques aleatoires, c'est-a-dire basees sur le hasard, a certaines propositions qui 
ncbnt pas de demonstration classique. 

Dans ce premier article (T.A.N-Partie I) nous presentons les plus simples Axiomes et pseudo- 
Axiomes de cette theorie, et nous verrons quQls permettent malgre leur simplicite dcbbtenir des explications 
theoriques basees sur le hasard (appelees explications aleatoires) pour la Conjecture faible de Goldbach et 
pour l&spect general de la Comete de Goldbach. Dans la seconde partie (T.A.N-Partie II), nous 
developperons cette theorie pour obtenir des explications aleatoires aux Conjectures fortes de Goldbach et 
des Nombres premiers jumeaux. 



1. INTRODUCTION 

La T.A.N (Theorie Aleatoire des Nombres) est une theorie destinee a etudier le hasard en theorie des 
nombres. Elle est basee sur IcAxiome fondamental suivant : 

AXIOME 1 : (Axiome du Hasard) 

Des modeles statistiques non-certains expriment les proprietes des nombres. 

On dira quQin modele statistique est non-certain si on ne peut demontrer classiquement son 
existence, c'est-a-dire en utilisant seulement les Axiomes classiques de la Theorie des Nombres. 

On justifie IcAxiome du Hasard dQine part parce quQl nCy a pas de raison pour lesquelles des 
modeles statistiques nOexister aient pas en Theorie des Nombres, et sQls existent on devrait s&ttendre a ce 
quQls soient definis en utilisant la Theorie des probabilites. Or dans la Theorie des Nombres classiques, il 
nCy a aucun exemple dans lequel on utilise la theorie des probabilites pour obtenir une proposition. 

II est evident que si IcAxiome du Hasard est vrai, on ne pourra jamais le demontrer classiquement, 
comme toute proposition P vraie exprimant quQine proposition Q est vraie mais quQl est impossible de 
demontrer classiquement Q.(Car il est alors evident que pour demontrer classiquement P on doit demontrer 
classiquement Q , ce qui est impossible si P est vraie.) Et done si IcAxiome du Hasard est vrai, on ne peut 
lebbtenir que de facon axiomatique. 

On voit que la consequence de IcAxiome du Hasard, si on le suppose vrai, est quQl est necessaire 
d&itiliser une logique nouvelle, differente de celle utilisant seulement les Axiomes classiques de la Theorie 
des Nombres, pour obtenir des modeles non-certains. On appellera logique du hasard une telle logique. On 
verra que la Theorie Aleatoire des Nombres est fondamentale car elle permet de donner des explications 
aleatoires, c'est-a-dire des explications theoriques basees sur le hasard a de tres nombreuses conjectures 
jamais demontrees, et en particuliers aux Conjectures fortes et faibles de Goldbach et des Nombres Premiers 
Jumeaux. 
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La T.A.N, basee sur lcAxiome du Hasard precedent, etudie les modeles statistiques non-certains et 
leurs consequences. Elle utilise des propositions dQin type nouveau, quOon a appele pseudo-Axiome 
aleatoires, qui sont analogues aux Axiomes classiques, c'est-a-dire quQls sont de formulation simple et quQls 
peuvent etre justifies par des arguments intuitifs evidents ou sont evidents. Ces pseudo-Axiomes aleatoires 
constituent la logique du hasard en theorie des nombres que nous avons defini precedemment. Ainsi, ils 
expriment ldexistence, dans des cas particuliers completement definis, de modeles statistiques exprimant les 
proprietes des nombres, et definis en utilisant la theorie des probabilites. 

De plus une consequence de lQ\xiome du Hasard et de ldexistence de modeles statistiques est quOon 
obtient des propositions modelisees par des evenements non-certains. On verra qu&in pseudo-Axiome de la 
T.A.N permet dOobtenir dans certains cas des propositions classiques si elles sont modelisees par des 
evenements de probabilite proche de 1. La T.A.N nOest utile que si on utilise des modeles statistiques non- 
certains, car il est evident que tout modele statistique certain ne necessite pas la T.A.N pour etre justifie. 

Nous presentons dans ce premier article (T.A.N-PARTIE I :Conjecture faible de Goldbach) une 
application tres simple et fondamentale de cette theorie, on voit quOelle permet de donner une explication 
aleatoire, c'est-a-dire une explication mathematique theorique utilisant seulement les Axiomes et pseudo- 
Axiomes de la T.A.N, a la Conjecture faible de Goldbach ainsi quGa lCaspect general de la Comete de 
Goldbach. (On rappelle que la Comete de Goldbach est le graphe de points (k,r(k)) ou k est un nombre pair 
et r(k) est le nombre de paires de nombres premiers dont la somme donne k. Ce graphe a lGaspect dome 
Comete dOou son nom.). 

Ces explications theoriques aleatoires presentees dans ce premier article sont les premieres 
justifications mathematiques theoriques de la Conjecture faible de Goldbach et de lCallure de la Comete de 
Goldbach. 

H y a deja eu des approches probabilistes pour expliquer la Conjecture de Goldbach, mais celles-ci 
etaient purement intuitives, et nOenvisageaient pas ni ne montraient que celle-ci pouvait etre expliquee par le 
hasard dome facon theorique. 

Ainsi, par exemple, Hardy et Littlewood (6) ont propose une formule empirique estimant pour tout 
nombre pair n le nombre de paires de nombres premiers dont la somme donne n : 

r(^ 2 n 2 (n ^ttV 

P in,p>iP-2 ln(n) 
ou y 2 a0,66016 

Cette conjecture est obtenue par des arguments purement intuitifs, elle est appelee Conjecture forte (ou 
« etendue ») de Goldbach et nCa jamais ete demontree tout comme la Conjecture faible de Goldbach (Tout 
nombre pair est la somme de 2 nombres premiers). 

H est important de constater que ce premier article ne consiste pas a obtenir par des arguments 
intuitifs que le nombre de paires de nombres premiers dont la somme donne n est de lOordre de n/ln 2 (n), ce 
qui a done deja ete fait, et de maniere beaucoup plus precise par Hardy et Littlewood. En fait, il presente une 
theorie permettant de montrer que le hasard et ses lois expliquent la validite de nombreuses propositions en 
theorie des nombres qui nOont pas de demonstration classique. Une telle theorie du hasard et de ses lois en 
theorie des nombres, basee sur loAxiome du Hasard et utilisant les pseudo-Axiomes et les definitions de 
concepts fondamentaux que nous proposons, est totalement nouvelle. En particulier nous definissons les 
concepts nouveaux et fondamentaux de propositions modelisees, ou modelisees exact ement par des 
evenements ainsi que de lois numeriques aleatoires. 

En resume, lQdee que le hasard puisse etre a lOorigine et la seule explication existante de la validite 
de nombreuses propositions en theorie des nombres et lcAxiome du Hasard exprimant cette idee, et la 
Theorie du hasard dans les nombres proposee basee sur lcAxiome du Hasard, dQin formalisme nouveau et 
utilisant des pseudo-Axiomes et de nouvelles definitions, et son application a la Conjecture faible de 
Goldbach, apparaissent comme etant 3 elements nouveaux et fondamentaux de la theorie des nombres 
presentee dans cet article. On presente dans ce premier article les plus simples pseudo-Axiomes ainsi que les 
concepts fondamentaux comme ceux de propositions modelisees par des evenements ainsi que celui de hi 
numerique aleatoire, mais la Theorie Aleatoire des Nombres peut etre developpee. Ceci sera fait dans le 
second article, T.A.N-Partie II, ou nous donnerons notamment une explication aleatoire aux Conjectures 
fortes Goldbach (Tres proche de celle proposee par Hardy et Littlewood) et des nombres premiers jumeaux 
(Identique a celle proposee par Hardy et Littlewood). 
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2.THE0RIE 

Nous allons etudier dans la T.A.N une categorie de propositions particuliere que nous avons appelees hi 
numerique aleatoire . 

DEFINITION 2.1 : 

Les expressions mathematiques utilisees dans la T.A.N « est modelisee » ou « est modelisee 
exactement » ou « est modelisee presque exactement » sont utilisees pour representer certaines proprietes 
statistiques de propositions. 

a)LGexpression « est modelisee exactement » est definie de la facon suivante : 

-Si une proposition P est modelisee exactement par un evenement Ev dQm Espace probabilisable, alors P se 

comporte comme si elle avait la probabilite p(Ev) dOetre vraie. 

-Si PI et P2 sont 2 propositions, et que Evl et Ev2 sont 2 evenements d&n meme espace probabilisable, et si 

on a : 

PI est modelisee exactement par Evl. 

P2 est modelisee exactement par Ev2. 

Alors : 

La proposition « PI et P2 » est modelisee exactement par lGevenement « Evl et Ev2 ». 

La proposition « PI ou P2 » est modelisee exactement par lGevenement « Evl ou Ev2 » 

La proposition Non(Pl) est modelisee exactement par lGevenement Non(Evl). 

On appellera propriete de correspondance la propriete fondamentale precedente. 

Ldexpression « est modelisee presque exactement » est definie de la facon suivante : 

Si une proposition P est modelisee presque exactement par un evenement Ev, alors, elle se comporte comme 

si elle avait la probabilite p(Evd) dOetre vraie avec p(Evf}ap(Ev). 

b)LQexpression « est modelisee » est utilisee pour representer certaines proprietes statistiques de 

propositions, mais de facon moins precise que ldexpression « est modelisee exactement ». On la definit 

comme suit : 

-Si PI et P2 sont 2 propositions, et que Evl et Ev2 sont 2 evenements dOan meme espace probabilisable, et si 

on a : 

PI est modelisee par Evl et P2 est modelisee par Ev2. 

Alors : 

La proposition « PI et P2 » est modelisee par lGevenement « Evl et Ev2 ». 

La proposition « PI ou P2 » est modelisee par lGevenement « Evl ou Ev2 » 

La proposition Non(Pl) est modelisee par lGevenement Non(Evl). 

On appellera comme en a) propriete de correspondance la propriete fondamentale precedente. Elle est 

naturelle si on considere que « P est modelisee par Ev » signifie que « Ev represente de facon partielle 

(definie par la T.A.N) les proprietes statistiques de P », et « P est modelisee exactement par Ev » signifie 

« Ev represente defagon complete les proprietes statistiques de P ». 

-De plus si une proposition P est modelisee par un evenement Ev, alors dans certains cas dCapplication de 

certains pseudo-Axiomes aleatoires (pseudo-Axiome 2.3 du modele exact) de la T.A.N, P est modelise 

exactement par Ev ou P est modelisee presque exactement par Ev. 

c)Si f(k) est une fonction dQin sous-ensemble F de N dans R, on appellera hi numerique aleatoire sur F la 
proposition : 

« f(k) est modelisee par la variable aleatoire Xf(k) » 

ou Xf(k) est une variable aleatoire reelle definie ou dont on a defini certaines proprietes. 
Par definition, cela signifie que, pour tout k dans F, f(k) est a valeur dans un ensemble fini F(k) de N, que 
Xf(k) est une variable aleatoire a valeur dans F(k) et que pour tout i k de F(k), la proposition « f(k)=i k » est 
modelisee par ldevenement « Xf(k)=i k ». 

d) Si on a une loi numerique aleatoire, on dira quOelle est exacte si, avec les notations precedentes du c) on a 
toujours la proposition « f(k)=i k » est modelisee exactement par lGevenement « Xf(k)=i k ». 
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En realite, pour que la T.A.N soit interessante, on doit etre dans lQin des 2 cas suivants : 

-Ou bien F est infini, mais pour tout k appartenant a F, on connait un nombre fini dOEtapes permettant 

ddobtenir f(k) (utilisant dans la pratique un ordinateur). 

-Ou bien F est fini (en general, F aura un seul element, par exemple F={ 1 }), mais pour au moins un element 

k de F on ne connait pas un nombre fini dOEtapes permettant ddobtenir f(k). 

Dans ldarticle, on supposera qudon est toujours dans lQin de ces cas. 



REMARQUE 2.2 : 

La T.A.N permet ddobtenir toutes sortes de propositions classiques, mais elle ndest interessante que 
pour obtenir des propositions qudon nda jamais demontrees classiquement et qui de plus sont illustrees et en 
accord avec tous les tests realises, un test etant un nombre fini ddoperations. 

Par exemple, on sait que si, a ldaide ddan ordinateur, on verifie pour des naturels pairs sQls sont la 
somme de 2 nombres premiers, on trouvera toujours que cdest le cas. lis verifient done la loi generale « Tout 
nombre pair est la somme de 2 nombres premiers », e'est-a-dire la Conjecture de Goldbach qui est done a la 
fois illustree et en accord avec tous les tests realises et de plus nda jamais ete demontree classiquement. Elle 
fait done partie des propositions classiques interessantes a obtenir par la T.AN ddapres la Remarque 2.2. 



Supposons maintenant qudon ait obtenu la loi numerique aleatoire sur F={ 1 } suivante, t(P) etant une fonction 

a valeur dans F(1)={0,1 } : 

« t(P)(l) est modelisee par la variable aleatoire Xt(P)(l) ». 

avec p(« Xt(P)(l)= 1 ») >1-10 5 .(Pour simplifier, on identifiera parfois t(P)(l) avec t(P), puisque F nda quQin 

element. En general, P sera une proposition et t(P) sera la fonction verite de P, e'est-a-dire : Si P est vraie, 

t(P)(l)=l,sinont(P)(l)=0). 

Alors, si « t(P)(l)=l » est modelisee exactement ou presqu Oexactement par « Xt(P)=l » (Definition 2.1b) 
(on dira alors que la loi est exacte ou presqu dexacte), « t(P)(l)=l » se comportera comme si elle avait une 
probabilite tres proche de 1 defetre vraie. Si on est dans ce cas, il est evident qudon pourra alors avoir comme 
consequence que t(P)(l)=l. 

Cette consequence ne sera pas toujours vraie puisque pour ldobtenir, on a suppose que « t(P)(l)=l » etait 
modelisee exactement ou presqu 6 exactement par « Xt(P)(l)=l », ce qui nOEst pas necessairement vrai, et 
ddautre part, meme dans ce cas, « t(P)(l)=l » se comporte comme un evenement Ev de probabilite tres 
proche de 1, et done ceci nGEntraine pas forcement que « t(P)(l)=l ». 

Comme la consequence t(P)(l)=l nOEst pas toujours vraie, on ldobtient par un pseudo-Axiome, le pseudo- 
Axiome 2.3 du modele exact expose ci-apres, et admis sans demonstration comme un Axiome : 
Pseudo Axiome 2.3 (du modele exact): 

Si P est une proposition classique et si on a une loi numerique aleatoire sur un ensemble F={ 1 } « t(P)(l) 
est modelisee par Xt(P)(l) » avec t(P)(l) a valeurs dans {0,1} et p(« Xt(P)(l)=l »)al, alors lorsque le 
pseudo Axiome 2.3 du modele exact est valide pour la loi numerique aleatoire precedente, on obtient 
t(P)(l)=l. 

En fait la TA.N utilise 2 sortes de pseudo Axiomes aleatoires. Le premier pseudo Axiome est le pseudo 

Axiome du modele exact. La seconde sorte de pseudo Axiomes permet ddobtenir des modeles statistiques 

representant des caracteristiques de fonctions numeriques f(k). Ces modeles statistiques permettront 

ddobtenir des lois numeriques aleatoires concernant f(k). 

En fait, dans la T.A.N, tous les modeles statistiques sont obtenus par des pseudo Axiomes aleatoires. La 

raison en est quQl apparait qudan modele statistique peut etre valide dans un cas et invalide dans un autre cas 

tout a fait analogue. Done les propositions permettant de les obtenir ne sont pas toujours valides et sont done 

des pseudo Axiomes. 

Le second pseudo Axiome aleatoire de la T.A.N introduit le modele le plus simple : le modele equiprobable. 

Nous allons tout ddabord justifier ce pseudo Axiome aleatoire : 

Cette justification intuitive donnee ci-apres est assez simple. On peut en fait admettre sans demonstration ce 

pseudo-Axiome car il est a la fois tres simple et evident, de la meme fafon qudon admet les Axiomes dans les 

Theories mathematiques. 
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Supposons qudon ait un ensemble E contenant n elements, et qucbn sache qu&in sous-ensemble de E 
note A contient un nombre a dOElements. 

On considere la proposition : P : « x est element de A », et on suppose qudon ignore si P est vraie ou fausse. 
On considere alors seulement que x est un element dQin ensemble contenant a elements, lui-meme sous- 
ensemble dQin ensemble contenant n elements. 

On peut alors considerer que x est fixe, et que A peut alors etre nQmporte quel sous-ensemble de E 
avec a elements, avec equiprobabilite pour chaque sous -ensemble. On obtient alors de facon elementaire que 
la probabilite que x appartienne a A (et done que P soit vraie) est egale a a/n. 

Si par contre on considere que A est fixe, et que x peut etre nQmporte quel element de E avec 
equiprobabilite, on obtient aussi de facon elementaire que la probabilite que x appartienne a A (et done que P 
soit vraie) est aussi egale a a/n. 

On obtient aussi la meme probabilite (que P soit vraie) en considerant que (x,A) peut etre avec 
equiprobabilite nQmporte quel couple dont le premier terme est un element de E et le second terme est un 
sous-ensemble de E contenant a elements. 

Les resultats precedents ne sont valables que si, dans la proposition P : « x est un element de A », on 
peut considerer seulement que x est un element dQin ensemble contenant a elements, lui-meme sous- 
ensemble dQin ensemble contenant n elements, et qudon ignore de plus si P est vraie ou fausse. 

Ainsi d&pres ce qui precede si on a une proposition de la forme P(A k ,q k ) : « x k est element de A k », 
ou A k est un sous-ensemble fini dOun ensemble q k , connaissant le nombre dOElements de A k et de q k , si on 
considere seulement dans la proposition precedente le fait que x k est un element dQin ensemble A k contenant 
Card(A k ) elements, lui-meme sous-ensemble dQin ensemble fini q k contenant Card(q k ) elements, alors si de 
plus on ignore si P(A k ,q k ) est vraie ou fausse, P(A k ,q k ) se comporte comme si elle avait la probabilite defetre 
vraie de lOEvenement Ev(A k ,q k ) : « x (k) est element de A k » de ldespace probabilisable equiprobable (q k , 
P(q k ),p eq q k ), ou p e qq k represente la probabilite equiprobable sur lQUnivers q k . 

Supposons maintenant qudon ait plusieurs propositions P(Aki) : « x k est element de Ay », ou i varie 
de 1 a n. On note Ev(A ki ) lOEvenement « x(k) est element de A ki » de ldespace equiprobable q k . 

On obtient alors, i,j appartenant a {l,..,n} : 
« « x k est element de Ay » et « x k est element de A k j » est equivalent a « x k est element de AyZ A kj ». 
DCapres ce qui precede, si dans la proposition precedente on considere seulement le fait que x k appartient a 
un sous-ensemble de q k contenant Card(A ki Z A k j) elements on obtient : 

« x k est element de AyZ A k j » se comporte comme si elle avait la probabilite de lOEvenement « x (k) est element 
de AyZ A k j » de ldespace equiprobable q k . 
On obtient done immediatement que : 

« « x k est element de Ay » et « x k est element de A k j » » se comporte comme si elle avait la probabilite de 10 
evenement « « x (k) est element de Ay » et « x (k) est element de A k j » » de ldespace equiprobable q k . 

En procedant comme precedemment, on obtient de meme : 

« P(Aki) ou P(Akj) » se comporte comme si elle avait la probabilite de lQEvenement « Ev(A ki ) ou Ev(A k j) ». 

Et Non(P(A ki ) se comporte comme si elle avait la probabilite de lQEvenement Non(Ev(A ki ). 

Ce qui precede justifie intuitivement que dans certains cas, avec les notations precedentes on ait P(A ki ) est 
modelisee exactement par Ev(A ki ). 



On pourrait done prendre comme pseudo-Axiome aleatoire, (qui rappelons-le ndest pas toujours 
valide contrairement aux Axiomes classiques, mais qui doit etre simple et dont on doit pouvoir justifier la 
validite dans les cas ou on peut lCappliquer), que si on a une proposition P(A ki ) : « x k est element de Ay », 
(les Ay etant des sous-ensembles de q k ) alors dans le cas d&pplication du pseudo-Axiome aleatoire, P(Ay) 
est modelisee exactement par lQEvenement Ev(Ay) « x (k) est element de Ay » defini plus haut. 

Cependant , comme on lQi vu dans la Definition 2.1, quand une proposition P est modelisee 
exactement par un evenement Ev, alors P est modelisee par lOEvenement Ev. II en resulte que ce qui precede 
justifie aussi que P(Ay) est modelisee par Ev(Ay). 

CGEst ce qudexprime le pseudo-Axiome du modele equiprobable suivant. 
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Ainsi, ce qui precede est la justification intuitive du pseudo Axiome aleatoire suivant, permettant 
dOobtenir de nombreuses lois numeriques aleatoires: 

Pseudo Axiome 2.4 :(modele equiprobable) : 

Si on a une proposition P k : « x k est element de A k », ou A k est un ensemble fini dont on connait le nombre 

dOElements, qui est un sous-ensemble dQin ensemble fini q k dont on connait aussi le nombre dOElements, 

alors lorsque le pseudo- Axiome du modele equiprobable est valide pour (x k ,A k ,q k ) : 

La proposition P k :« x k appartient a A k » est modelisee par lOEvenement « x (k) e A k » de ldespace 

probabilisable (q k ,-P(q k ),p e qqk) ou pour tout ensemble q la probabilite p eq q designe la probabilite 

equiprobable sur q. 

On appellera plus simplement ldespace probabilisable (q k ,^*(qk)>Peqqk) « espace equiprobable q k » . 

REMARQUE 2.5 : 

On a choisi la notation « x {k) e A k » plutot que « A k » ou « x e A k » pour representer lOEvenement 

modelisant « x k appartient a A k » car il est clair que cet evenement est different dQin evenement modelisant 
« y k appartient a A k » ou y k l x k . De plus cette notation indique que lOEvenement represente une propriete 
statistique de x k . On pourra neanmoins sQl nCy a pas ambiguite representer cet evenement par « A k ». 
II est clair quQivec ce modele : 



p eq nk (* w e K ) = 



Card(A k ) 



Card(Q k ) 

en general, on appliquera ce pseudo Axiome pour (x k ,A k ,q k ), avec A k appartenant a un sous-ensemble A de 
P(q k ). On ecrira alors quQm a suppose que le pseudo Axiome du modele equiprobable etait valide pour 
(x k ,A,q k ). Nous allons montrer qudon peut toujours considerer que A est une tribu (sigma-algebre): 



REMARQUE 2.6 : 

On rappelle d&pres la Definition 2.1a) et b) la propriete de correspondance : 

Si la proposition X est modelisee(ou est modelisee exactement) par EvX et la proposition Y par EvY, 
EvX et EvY appartenant au meme espace probabilisable alors : 

-La proposition Non(X) est modelisee (ou est modelisee exactement) par ldevenement Non(EvX). 
-La proposition « X et Y » est modelisee (ou est modelisee exactement) par lOEvenement « EvX et EvY 
-La proposition « X ou Y » est modelisee (ou est modelisee exactement) par lOEvenement « EvX ou EvY 



» 
» 



II en resulte que si Xl,..,Xn sont des propositions modelisees (ou modelisees exactement) par des 
evenements Evl,e Evn d&n meme espace probabilisable, alors toute proposition P(Xl,..,Xn) construite a 
partir de Xl,e ,Xn, utilisant seulement des « et », des « ou » et des « non » est modelisee (ou est modelisee 
exactement) par lOEvenement P(Evl,..,Evn) (qui est aussi un evenement de loespace probabilisable). Ceci est 
obtenu car « et », « ou », « non » ont les memes proprietes utilises avec des propositions ou utilises avec des 
evenements dQin espace probabilisable (commutativite, associativite,distributivitee .) 



On a alors le Theoreme : 

THEOREME 2.7 : 

(i) Si le pseudo Axiome du modele equiprobable est valide pour (x k ,A k ,q k ) et (x k ,B k ,q k ), alors il est valide 

pour (x k ,A k UB k , q k ) ,pour (x k , A k Z B k ,q k ) et pour (x k ,q k /A k ,q k ). 

(ii)LOEnsemble B k des sous-ensembles A k de q k tels que loAxiome du modele equiprobable soit valide pour 

(x k ,A k ,q k ) est une tribu. 

Demonstration : 

Si IcAxiome du modele equiprobable est valide pour (x k ,A k ,q k ), alors la proposition « x k appartient a A k » est 

modelisee par lOEvenement « x, k) e A k » de ldespace equiprobable q k . 
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DCapres la propriete de correspondance, Non(« x k appartient a A k ») est modelisee par lOEvenement 
Non(« x {k) e A k ») 

Ceci est equivalent a : 

« x k appartient a q k /A k » est modelisee par « x {k) eQ ( / A k ». 

Done IcAxiome du modele equiprobable est valide pour (x k ,q k /A k ,q k ). 

Si IcAxiome du modele equiprobable est valide pour (x k ,A k ,q k ) et pour (x k ,B k ,q k ) : 

La proposition « x k appartient a A k » est modelisee par lOEvenement « x {k) e A k » de ldespace equiprobable 

q k . 

La proposition « Xk appartient a Bk » est modelisee par lOEvenement « x {k) e B k » de ldespace equiprobable 

q k - 

Done en utilisant la propriete de correspondance: 

La proposition « «Xk appartient a Ak » et « Xk appartient a Bk » » est modelisee par lOEvenement 

« x, k) e A k et x {k) e B k », ce qui est equivalent a : 

La proposition : « x k appartient a A k zB k » est modelisee par lOEvenement «x (k) e A k nB t » de ldespace 

equiprobable q k . 

Ce qui signifie exactement que IcAxiome du modele equiprobable est valide pour (x k ,A k Z B k ,q k ). 

On montre de meme quQl est valide pour (x k ,AkUB k ,q k ). 

On a done montre le Theoreme 2.7a), qui entraine le Theoreme 2.7b). 

On a done montre le Theoreme 2.7. 

On verra que le pseudo Axiome aleatoire du modele equiprobable a de nombreuses applications dans la 
T.A.N. II permet en effet debbtenir de nombreux modeles statistiques. 

En general, si on obtient une loi numerique aleatoire sur un ensemble F : 
« f(k) est modelisee par la variable aleatoire Xf(k) » 

on ne peut pas en obtenir des propositions classiques. Cependant il semble evident que dans certains cas, on 
peut considerer que les variables aleatoires Xf(k) sont independantes entre elles. Comme ceci ndest pas 
toujours vrai, on lcbbtient par un pseudo-Axiome tres simple, le pseudo-Axiome des variables 
independantes : 

Pseudo-Axiome 2.8 des variables independantes : 

Si on a une loi numerique aleatoire sur F « f(k) est modelisee par Xf(k) » alors lorsque le pseudo- 
Axiome des variables independantes est valide pour cette loi, on obtient la loi numerique aleatoire « f(k) est 
modelisee par Xf(k) », ou les variables aleatoires sont independantes entre elles, definies sur un Univers 
infini si F est infini. 

REMARQUE 2.9 : 

En realite, si on obtient une loi numerique aleatoire « f(k) est modelisee par Xf(k) » en utilisant le 
pseudo-Axiome du modele equiprobable, on peut en general obtenir quQin nombre fini des variables 
aleatoires Xf(k) sont independantes entre elles, par application du modele equiprobable sur un produit fini 
dcUnivers associes aux variables aleatoires. 

Ceci sdobtient en utilisant que si on a des Univers finis qi,..,q n , et des ensembles Ai,..,A n avec pour 
tout i A; est inclus dans q ; , alors : 



n Card (A.) 

Card(n 1 x...xn n )-^ Card(n) 
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II en resulte que dans ldespace probabilisable equiprobable dCUnivers C^xe xq n , les evenements « x (i ) est 
element de A ; » sont independants entre eux. 

En generalisant ceci a un Univers produit infini, on obtient comme dans le pseudo-Axiome 2.8 des 
variables independantes precedents que les variables aleatoires Xf(k) sont independantes sur un Univers 
infini. 

Cette Remarque 2.9 constitue aussi une justification intuitive du pseudo-Axiome precedent des 
variables independantes. 

Ainsi la T.A.N presentee dans cet article repose sur le pseudo Axiome2.3 du modele exact, le 
pseudo Axiome du modele equiprobable et le pseudo-Axiome 2.8 des variables independantes. 
On utilise ces Axiomes et pseudo Axiomes pour obtenir des lois numeriques aleatoires et des propositions 
classiques. Comme on lCa dit dans la Remarque 2.2, seules les propositions classiques qui nOont jamais ete 
demontrees classiquement mais qui sont illustrees et en accord 

avec tous les tests realises sont interessants. On verra notamment quOon peut obtenir la Conjecture de 
Goldbach et des propositions classiques en accord et illustrees par les tests definissant la Comete de 
Goldbach obtenue par ordinateur. 



DEFINITION 2. 10: 

a) On appellera pseudo-preuve aleatoire dome loi numerique aleatoire ou dome proposition classique 
son obtention utilisant les Axiomes et pseudo-Axiomes de la T.A.N, ainsi que la Theorie classique 
des nombres et celle des probabilites. 

b) Si une proposition classique a une pseudo-preuve aleatoire et que de plus on nCa jamais pu la 
demontrer ni sa negation, on dira qudelle a une explication aleatoire. 



La T.A.N permet de mettre en evidence que le hasard et ses lois expliquent la validite de certaines 
propositions (propositions, lois numeriques aleatoires exacte). II nCy a aucune raison a priori pour que ces 
propositions aient en plus une demonstration classique : II est tres possible que certaines de ces propositions 
aient uniquement le hasard comme origine de leur validite. De plus on peut sCattendre a ce que seules 
certaines propositions ayant une pseudo-preuve aleatoire soient en accord et illustrees par tous les tests 
realises et done aient une explication aleatoire interessante. 

REMARQUE2.il : 

a)On rappelle t(P)=l si P vraie et t(P)=0 si P fausse. Si P(k) est une proposition dependant dQin naturel k, on 

considerera souvent la fonction t(P(k)) en vue dOobtenir des lois numeriques aleatoires. 

b) Si une proposition classique a une explication aleatoire (Def 2.10), alors le fait qudelle concerne une 
infinite de naturels est necessaire pour quOon ne puisse la demontrer classiquement ni sa negation. Ceci 
justifie les 2 types de lois numerique aleatoires considerees, sur un ensemble F fini ou infini. 

c) Nous allons montrer que la Conjecture de Goldbach a une explication aleatoire , sa pseudo-preuve 
aleatoire utilisant les pseudo-Axiomes tres simples de la T.A.N presentees dans cet article, et que la T.A.N 
permet dOobtenir des propositions classiques ayant une explication aleatoire en accord et illustrees par les 
tests obtenus par ordinateur definissant la Comete de Goldbach. 

d) Si on montre quQine proposition classique a une explication aleatoire, on nCa pas prouve quOelle est vraie 
mais on a prouve trois aspects essentiels de la proposition consideree: 

- Elle a une explication theorique basee sur le hasard, obtenue a partir dcAxiomes et de pseudo-Axiomes de 
la T.A.N, qui sont simples et ont un caractere dOevidence tout comme les Axiomes classiques. 

- Cette explication theorique basee sur le hasard et ses lois, appelee explication aleatoire, montre quOelle peut 
etre la consequence de modeles statistiques qui sont completement determines et dont on connait lOorigine de 
la validite en considerant les pseudo Axiomes utilises pour les obtenir. 

-Cette explication theorique aleatoire est fondamentale puisque la proposition nGa pas de preuve classique, et 
quQl est tout a fait possible quOelle soit la pure consequence du hasard et de ses lois et nCait done pas de 
preuve classique. 



3.APPLICATIONS 
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Nous allons etablir que la Conjecture de Goldbach a une explication aleatoire, ainsi que certaines 

propositions classiques illustrees par la Comete de Goldbach obtenue par ordinateur. On rappelle que la 

representation obtenue par ordinateur du graphe (k,r(k)) ou k est un naturel pair inferieur a 100000 et ou r(k) 

est le nombre de paires de nombres premiers dont la somme donne k donne une forme ayant lOallure dQine 

comete, appelee Comete de Goldbach. 

Ainsi, ddapres ce qui precede, on va demontrer que la Conjecture de Goldbach a une explication rationnelle 

basee sur le hasard et mettre en evidence les modeles statistiques dont elle peut etre la consequence, ainsi que 

ceux expliquant certaines proprietes generales de la Comete de Goldbach. 

On rappelle la Conjecture de Goldbach : 

« Tout nombre pair est la somme de 2 nombres premiers ». 

APPLICATION 3.1 : 

k etant un naturel pair, on considere la proposition P(k) : 

P(k) :« k est la somme de 2 nombres premiers ». 

On definit les ensembles : 

E(k) est ldensemble des paires de naturels impairs inferieurs a k. 

A(k) est ldensemble de paires de nombres premiers inferieurs a k. 

B(k) est ldensemble de paires de naturels impairs dont la somme donne k. 

On note a(k),b(k),e(k) le nombre ddelements de A(k),B(k),E(k). 

Dans ce qui suit, i,j,k representeront toujours des naturels pairs. 

On considere la fonction f(k)=t(P(k)). 

On pose : 

q(k)={(A k ,B k ) , A k et B k sous-ensembles de E(k) ayant a(k) et b(k) elements} 

C*(k)={(A k ,B k ) tels que (A k ,B k ) appartient a q(k) et A k et B k ont au moins un element en communj. 

Alors, on remarque que P(k) sdexprime : 

P(k) :« (A(k),B(k)) appartient a C*(k) » 

Done, on suppose que le pseudo-Axiome 2.4 du modele equiprobable est valide pour 

((A(k),B(k)),C*(k),q(k)). 

On obtient alors : 

P(k) est modelisee par ldevenement « C*(k) » (ou « (A k , B k ) e C * (k) ») de ldespace equiprobable q(k). 

On rappelle la definition formelle dQane loi numerique aleatoire : 

DEFINITION 3.1.1 : 

Si f(k) est une fonction definie sur un sous-ensemble F de N et que pour tout k appartenant a F ,f(k) 
appartienne a un ensemble fini de reels {x k>[ ,e .,x kn(k) }, alors on aura la loi numerique aleatoire sur F « f(k) 
est modelisee par la variable aleatoire Xf(k) » si pour tout k appartenant a F, Xf(k) soit a valeurs dans 
{x k; i,.. ,x kn(k ) } et la proposition « f(k)=x k>i » soit modelisee par ldevenement « Xf(k)=x k;i », Xf(k) etant pour 
tout k une variable aleatoire definie ou partiellement definie. 

REMARQUE 3.1.2: 

Une application immediate de cette Definition est le cas ou pour k appartenant a un sous-ensemble F de N, 
on a une proposition P(k) qui est modelisee par un evenement Ev(k) dQin espace probabilisable (q k ,fi,p k ), 
identifie avec q k . 

On definit alors la variable aleatoire XtP(k) sur lOespace probabilisable q k , a valeur dans {0,1 }, et telle que 
ldevenement Ev(k) est identifie a ldevenement « XtP(k)=l ». Alors comme P(k) est equivalente a 
« t(P(k))=l », on obtient la loi numerique aleatoire « t(P(k)) est modelisee par la variable aleatoire XtP(k) » 
avec p(XtP(k)=l)=p k (Ev(k)) 

On obtient done ddapres cette remarque la loi numerique aleatoire : 
H(P(k)) « t(P(k) est modelisee par la variable aleatoire Xt(P(k)) avec : 

P (xt(P(k)) = i) = Peqa(k) ( c •(*»= c ; rJ 5*f^ } ». 

Card(il(k)) 

On pose alors : 
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C(k)(0)= {(A k ,Bk) / (Ak,Bk) appartient a q(k) et A k et B k ont elements en communj. 
H est alors evident : C*(k)=q(k)/C(k)(0) 



Card(Q(k)) = C:^C b e {k) 
Card(C(k)(0)) = C b f k ) ) C: (k) 



En utilisant les formules classiques de denombrement on obtient : 

ib(k) (~ic 

'e(k) ^e(k)-b(k) 

Done : 

P eq n(k)( C ( k )(°)) = ( 777 )( 777— )-( 777 777"— ) 

e(k) e(k)-\ e(k)-a(k) + \ 

done : 

(ri(h\tc\\\ n b ( k \n b ^ \ n b ^ \ 

Pe q n(k)( C ( k )(0)) = (l —W 77T — 7)"-d — 777—7) 

e(k) e(k)-\ e(k)-a(k) + \ 

On pose : 

p(a(k),b(k),e(k)= Peqq(k) (C(k)(0)). 
On a done : 

Pe qq(k ) (C*(k))=l -p(a(k),b(k),e(k)) 

On cherche une approximation de p(a(k),b(k),e(k)). 
On a: 

(l-—-^-—y (k) <p(a(k)Mk)Mk))<(l-^y (k) 

e(k)-a(k) + l e(k) 

De plus on peut ecrire: 

(l-^y w =ew(a(k)Log(l-^-)) 
e(k) e(k) 

On verra plus loin en calculant les expressions de a(k),b(k),e(k) que pour k tendant vers lQnfini on a a(k)/e(k) 
et b(k)/e(k) tendent vers et a(k)b(k)/e(k) tend vers lQnfini. 

Dans la suite, la notation Q(k) designera toujours une fonction tendant vers pour k tendant vers lQnfini. 
En utilisant que si Q(k) tend vers pour k tend vers lQnfini, alors il existe une fonction Q(k) tendant aussi 
vers pour k tendant vers lQnfini telle que Log(l+C|(k))=C|(k) (1+Q(k)), on arrive facilement a : 

p(a(k),b(k),e(k)) = exp(- a(k)b [ k) (1 + £ (k))) 
ou C(k) est une fonction tendant vers pour k tend vers lQnfini. 

Calculons maintenant a(k),b(k),e(k). 

E(k) est lOEnsemble des pairs {x,y} de naturels impairs inferieurs a k. e(k) est le nombre dQSlements de E(k). 

Si k est pair, k=2p, il y a p naturels impairs inferieurs a k : { l,e ,2p-l }. 

Done e(k)=(p 2 -p)/2, car il y a p 2 couples (x,y) mais p 2 -p couples (x,y) avec xl y. 

On a done e(k)=(p 2 -p)/2ak 2 /8 

On emploiera la notation f(k)ag(k) si il existe une fonction C(k) tendant vers pour k tendant vers lQnfini 
avec f(k)=g(k)(l+Qk)). 



II nous suffit dOEtudier P(k) pour k superieur a 10000 car utilisant un ordinateur on a deja montre que P(k) 
etait vrai pour k inferieur a 10000. 



A(k) est lOEnsemble de paires {x,y} de nombres premiers inferieurs a k, et on sait quQine estimation du 
nombre de nombres premiers inferieurs a k est egale a k/Log(k). 
II en resulte que le nombre dOElements a(k) de A(k) est estime par: 
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a(*)«-(— — ) 2 
2 Log(k) 

Enfin B(k) est lOEnsemble des paires {x,y} de nombres impairs tels que x+y=k. 

On a (si k= 2p) pour x lOEnsemble des valeurs {l,e ,2p-l}, soit p valeurs, et alors y est completement 

determine. 

II en resulte quOune estimation de b(k) le nombre dGelements de B(k) est : 

b(k)ap/2=k/4. 

On obtient done : 

a(k)b(k) __ k 

e(k) ~ (Log(k)) 2 
Dqdu: 

p(a(k)Mk),e(k)) = exp( ^-(1 + *(*))) 

(Log(k)) 2 

Et done on a obtenu la loi numerique aleatoire, k etant un naturel pair superieur a 10000 : 
H(P(k)) : « t(P(k)) est modelisee par la variable aleatoire Xt(P(k)) avec : 

p(Xt(P(k)) = 1) = 1 - p(a(k),b(k), e(k)) = 1 - exp(-- ^— T (1 + s(k))) » 

(Log(k)) 2 

On calcule que prenant k =10000, cette probabilite p(a(k),b(k),e(k)) est de lGordre de 10" 52 . 



APPLICATION 3.2 : 

On considere la proposition P : 

P : « Pour tout naturel k superieur a 10000, k est la somme de 2 nombres premiers (distincts). » 

On cherche a modeliser t(P) par une variable aleatoire Xt(P). 

Si on applique le pseudo-Axiome 2.8 des variables independantes a H(P(k)), on obtient une loi numerique 
aleatoire H ind (P(k)) identique a H(P(k)) mais dans laquelle les variables aleatoires X ind t(P(k)) sont 
independantes. (On rappelle d&pres la Remarque 2.9 que ceci peut aussi sQDbtenir par application du pseudo- 
Axiome du modele equiprobable, car on a obtenu H(P(k)) en utilisant ce pseudo-Axiome.) 

Pour obtenir des propositions classiques a partir dQine loi numerique aleatoire, on utilise la Propriete de 
correspondance generalisee suivante : 

Propriete de correspondance generalisee 3.2.1 : 

A)On a vu dans la Remarque 2.6 (utilisant la propriete de correspondance (Definition 2.1)) que si on avait 

des modelisations : « Pi est modelisee par lOevenement Evi », Evi evenement dQin Espace probabilisable 

(q,B,p q ), alors toute proposition P(Pl,..,Pn) utilisant un nombre fini de Pi, de « ou » ,de « et »de « non », 

etait modelisee par lOevenement P(Evl,..,Evn). 

On remarque que dans P(Evl,..,Evn), on peut remplacer « et » par « Z », « ou » par « U », et « non » par 

« (q/ ) ». 

On generalise cette proposition au cas ou on a une infinite de modelisations « Pi est modelisee (ou est 

modelisee exactement) par Evi », i appartenant a un ensemble infini F et les Evi appartenant au meme espace 
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probabilisable. Alors, par generalisation de la definition de « est modelisee » (ou de « est modelisee 
exactement ») dans ce cas : 

La proposition n Pi est modelisee par lGevenement n Evi . 

ieF ieF 

On a la meme propriete remplacant 1 (intersection infinie par une union infinie. 

Evidemment, n Pi signifie que pour tout i dans F, Pi est vraie, et u Pi signifie qu&u moins une 

ieF ieF 

proposition Pi est vraie, pour i dans F. 

On appellera la Propriete de correspondance generalisee la propriete precedente. 

B) Plus generalement, supposons dans B) qucbn ait une loi numerique aleatoire sur un ensemble F infini 

« f(k) est modelisee (ou modelisee exactement) par Xf(k) », les variables aleatoires Xf(k) etant definies sur le 

meme espace probabilisable infini, et pour tout k f(k) prenant un nombre fini de valeurs . 

Supposons que les naturels l,e ,n appartiennent a F et qucbn ait une proposition P(f(l),e ,f(n)) dont la 

veracite depende seulement des valeurs prises par f(l),..,f(n), c'est-a-dire que P(f(l),..,f(n))est vraie ou fausse 

suivant les valeurs de f(i), i appartenant a { l,..,n}. 

Alors P(f(l),..,f(n)) est equivalent a une proposition de la forme : 

« « f(l)=an » ete et « f(n)=a ln » » oue « f(l)=a k[ »ete .et « f(n)=akn » » 

Dans cette proposition la valeur des a^ dependent seulement de la proposition P(f(l),..,f(n)). 

Appliquant la Propriete de correspondance (Definition 2.1) ou la Remarque 2.6, on obtient que P(f(l),..,f(n)) 

est modelisee (ou modelisee exactement) par lGevenement P(Xf(l),e ,Xf(n)). 

Ceci est vrai pour un nombre fini de f(i), mais comme en A), on generalise cette Propriete avec une infinite 
de f(i) : 

Si on a une proposition P((f(i) F ) (avec done F infini), dont la veracite depende seulement de (f(i))F, c'est-a- 
dire P(f(i)) F ) est vraie ou fausse suivant les valeurs de f(i), i appartenant a F, alors on admettra, en 
generalisant la propriete precedente etablie pour F fini, et done en generalisant la propriete de 
correspondance, que P(f(i) F ) est modelisee (ou est modelisee exactement) par P(Xf(i) F ). 
On appellera aussi Propriete de correspondance generalisee la Propriete precedente, de laquelle on peut 
obtenir le A), considerant les propositions : 
« Pour tout i de F, t(P(i))=l » ou « II existe i dans F, tel que t(P(i))=l ». 



D&pres la Propriete de correspondance generalisee 3.2.1 precedente, i etant toujours un nombre pair, la 

CO CO 

proposition n "t(P(i)) = l" est modelisee par n "X. j(P(i)) = 1". 

i=10000 1=10000 

La proposition precedente etant equivalente a P et les variables X ind t(P(i)) etant independantes, on a done 

obtenu la loi numerique aleatoire H(P) : 

H(P) : « t(P) est modelisee par la variable aleatoire Xt(P) avec : 

p(Xt(P) = 1) = lim TT (l-exp(- - ' (l + g(fc)))) » 

i=10000 



'— — . - (Log(k)Y 



En exprimant lOExpression precedente en somme de logarithmes et en utilisant Log(l+Qx))aC(x), remarquant 
quODn a des termes positifs et decroissant on peut approximer lOExpression precedente par une integrale. On 
obtient alors qudelle est de lcbrdre ou inferieure a 10" 39 . 

On a done obtenu la loi numerique aleatoire : 

H(P) : « t(P) est modelisee par la variable aleatoire Xt(P) avec : 

p(Xt(P)=l) superieur ou de lcbrdre de 1-10" 39 » 

En utilisant alors le pseudo Axiome 2.3 du modele exact, on obtient t(P)=l, c'est-a-dire P qui est exactement 

la Conjecture de Goldbach. On rappelle que la Conjecture de Goldbach est une proposition illustree et en 

accord avec tous les tests realises. Puisque P nCa jamais ete contredite ni prouvee classiquement, on obtient 

done que P a une explication aleatoire. (Def 2.10) 
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On a done montre : 

a) La conjecture de Goldbach a une explication theorique basee sur le hasard. 

b) Elle peut en effet etre deduite de modeles statistiques completement determines et dont on connait 
ldorigine de la validite (Les pseudo-Axiomes utilises). 

c) Cette explication theorique aleatoire est fondamentale puisque la Conjecture de Goldbach nCa jamais 
ete prouvee classiquement, il est done tres possible qu telle soit seulement la consequence du hasard 
et nCait done pas de preuve classique. 

Donner une explication aleatoire a la Conjecture de Goldbach etait lOobjectif principal de cet article. 
Dans ce qui suit, on va donner une explication aleatoire a dCautres propositions liees a la Conjecture de 
Goldbach, notamment des propositions generales prevoyant que la Comete de Goldbach est une Comete et 
donnant la definition mathematique des courbes constituant cette Comete. Les propositions ayant une 
explication aleatoire quebn va obtenir dans les 2 applications suivantes ne sont pas tres precises pour decrire 
les proprietes generales de la Comete de Goldbach. Cependant, il est tres possible quden affinant la T.A.N 
presentee dans cet article on obtienne des propositions beaucoup plus precises. Elles sont aussi les seules 
obtenues a ce jour exprimant des proprietes generales de la Comete de Goldbach qui soient justifiees et 
expliquees par une theorie mathematique. De plus, les 2 applications suivantes montrent comment utiliser la 
T.A.N pour obtenir dCautres types de propositions classiques ou de lois numeriques aleatoires. 

APPLICATION 3.3. 

Nous allons maintenant obtenir des lois numeriques aleatoires permettant de predire certaines proprietes 

generales de la Comete de Goldbach. 

On rappelle que r(k) est le nombre de paires de nombres premiers dont la somme donne k. 

On conservera les notations des 2 applications precedentes. Soit k un naturel pair et h un naturel inferieur a 

inf(a(k),b(k)). 

Considerons la proposition: 

Pr(k)(h) : « r(k)=h ». 

Si on definit ldensemble C(k)(h) par : 

C(k)(h) = {(A;,Bi) / (A;,Bi) appartiennent a q(i) et A ; et B ; ont h elements en commun} 

Alors il est clair que Pr(k)(h) sQecrit : 

Pr(k)(h) : « (A(k),B(k)) appartient a C(k)(h) ». 

Si alors on considere que le pseudo Axiome du modele equiprobable est valide pour 

((A(k),B(k)),C(k)(h),q(k)), alors on obtient : 

Pr(k)(h) est modelisee par lGevenement C(k)(h) de ldespace equiprobable q(k). 

Ce qui sdexprime aussi par la loi numerique aleatoire : 

HPr(k) : La fonction r(k) est modelisee par la variable aleatoire Xr(k) avec : 

p(Xr(k)=h)=p eqq(k) (C(k)(h))» 

On obtient facilement en utilisant les formules de denombrement : 



Done : 



Card(C(k)(h)) = C:$C h a(k) C^: h a(k) 



s~ih s~<b(k)—h 

(c(k)m- i ~"' L, "" L -'- a ' 



En appliquant le pseudo- Axiome 2.8 des variables independantes, on obtient une loi ddexpression 
identique avec HPr(k), notee Hr ind , mais dans lesquelles les variables aleatoires Xr ind (k) sont independantes. 

Hr ind : « Pour k naturel pair superieur a 1000, r(k) est modelise par la variable aleatoire Xr ind (k) , ou les 
Xr ind (k) sont des variables aleatoires independantes (Sur un Univers infini) ayant les memes proprietes 
numeriques que les Xr(k). » 

On cherche a obtenir par la TAN une estimation de r(k). Considerons le cas general ou idem recherche une 
estimation par la TAN dQine fonction f(k) definie sur un sous-ensemble infini de N : 
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ETUDE THEORIQUE D&JNE FONCTION PAR LA TAN 3.3.1 : 

On ne considerera que 2 cas : 

Dans le premier cas, on obtient par la TAN en utilisant un modele statistique Ml une fonction F(k), telle que 

la proposition suivante PI a une pseudo-preuve aleatoire : 

P1 : « T^<m )=1 " ■ 

Dans le 2 ieme cas, on obtient par la TAN, en utilisant un modele statistique M2 une fonction F(k), deux 
fonctions C|(k) et Q(k) positives et tendant vers telle que, posant I(k)=[l-C|(k),l+Q(k)] , une proposition du 
type de la proposition suivante P2 a une pseudo-preuve aleatoire : 

P2 : « II existe un naturel N tel que pour tout n superieur a N : 

" 1 f(i} 

/ —xt(" =rr7r Gl(i)")>p (En general on ne connait pas explicitement F(n), mais on a F(n) equivalente a une 
,=i n F{l) 

fonction F A (n) connue)» 

Dans la proposition precedente, p est un rationnel proche de 1 (p=0.98 par exemple). On a suppose que f(k) 
etait definie sur N. Dans le cas general f(k) est definie sur un sous-ensemble infini F de N, et la sommation 
ne porte que sur les elements de F. On divise alors par le nombre defilements de F inferieurs a n. P2 exprime 
quQl existe un naturel N tel que pour tout n superieur a N la proportion des naturels k appartenant a F et 
inferieurs a n tels que f(k)/F(k) appartiennent a I(k) est superieure a p. 

Dans certains cas PI et P2 sont illustrees par des tests et done on obtient une estimation de r(k) donnee par 
ces propositions. Pour voir si PI ou P2 sont illustrees par des tests, on trace les points (k,f(k)/F(k)) (ou 
(k,f(k)/F A (k))pour k aussi grand que possible. Si il apparait que ces points (pour PI), ou un pourcentage 
proche de 1 de ces points (pour P2) tendent vers la droite dOequation y=l, alors PI ou P2 sont illustrees par 
les tests. Dans certains cas, PI ou P2 tout en etant vraies ne sont pas illustrees par les tests. Cdest le cas quand 
on ne peut pas realiser les tests (C'est-a-dire calculer f(k)/F(k) ou f(k)/F A (k)) pour k assez grand, a cause de 
limites comme la puissance maximale des ordinateurs. Si il apparait que les points (k,f(k)/F(k)) (ou (k,F A (k)) 
sont proches de 1 et sden rapprochent quand k augmente, on pourra considerer que PI ou P2 sont 
partiellement illustrees par les tests, meme si ceux-ci ne font pas apparaitre que les points (k,f(k)/F(k)) (ou 
(k,F A (k)) tendent vers la droite dOEquation y=l. Dans ces cas, on doit essayer debbtenir une fonction F B (k) 
plus precise que F(k) ou F A (k) pour estimer f(k). 

Cependant, PI et P2 ne sont vraies que dans certains cas ou les modeles Ml ou M2 permettant debbtenir PI 
ou P2 sont valides avec une tres bonne approximation. Un cas beaucoup plus general est le cas ou Ml et M2, 
tout en etant valides avec une bonne approximation, ne le sont pas avec une qualite suffisante pour que les 
propositions du type PI ou P2 quQls entrainent soient vraies. On remarque que toute proposition Ql ou Q2 
entrainee par PI ou P2 a une pseudo-preuve aleatoire d&pres la Definition 2.10. Cependant, pour que de 
telles propositions Ql ou Q2 soient interessantes, il faut dQine part qu defies soient illustrees par des tests, 
mais aussi qudelles illustrent la validite avec la meilleure qualite possible des modeles statistiques Ml ou M2 
permettant debbtenir PI ou P2. Ceci est vrai si les propositions Ql ou Q2 sont les plus proches possible de PI 
ou P2 qui correspondent a la meilleure qualite des modeles Ml ou M2. Ce sera le cas si les parametres de Ql 
ou Q2 sont le plus proche possible des parametres de PI ou P2. 

Ainsi, dans le premier cas on considerera que seules les propositions du type Ql suivant ont une pseudo- 
preuve aleatoire interessante : 

Q1 A : « II existe un reel L>0 tel que 7 J™-(^ 7 {)=L » 

&— »oo F(k) 

On pourra aussi considerer la proposition Q1 B plus generale que Q1 A : 

Q1 B : « II existe 2 reels strictement positifs a et P et un naturel N tel que pour tout n superieur a N, f(n)/F(n) 

appartienne a [a,P] » 

Dans le 2 ieme cas on considerera que seules les propositions du type Q2 suivantes ont une pseud-preuve 

aleatoire interessante : 

Q2 : « II existe 2 reels strictement positifs Get fo, et il existe un naturel N tel que pour tout n superieur a N : 
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" 1 



"-^-e[a,^")>p-O.Ol 

/<A(Z) 



II est evident que si de telles propositions sont illustrees par des tests, elles illustrent la validite avec une 

bonne approximation des modeles Ml ou M2, car elles sont tres proches des propositions PI ou P2 (a cause 

du parametre qui est la fonction F(k)). 

On peut aussi considerer que plus L est proche de 1, meilleure est la qualite du modele Ml, et plus Get fo 

sont proches de 1, meilleur est la qualite du modele M2. Pour exprimer ceci, on peut dans la proposition Q1 A 

borner (au sens large) par un reel Bl la distance IL-ll, et dans la proposition Q2 ou Q1B borner par 2 reels 

Bl et B2 les distances Ib-ll+lU-ll et Ib-U. On obtient alors les propositions notees Q1 A (B1) ,Q2(B1,B2) et 

Q1 B (B1,B2). 

II est evident que si Q1 A (B1) ou Q2(B1,B2) sont illustrees par des tests, plus Bl et B2 sont proches de 0, 

meilleure est illustree la qualite des modeles Ml ou M2. En effet, PI est exactement Q1 A (0) et P2 entraine 

que Q2(B 1 ,B2) est vraie pour tous reels B 1 ,B2 strictement superieurs a 0. 

Si on obtient que de telles propositions du type Ql ou Q2 precedent sont illustrees par des tests on peut 

s&ttendre a ce quden ameliorant le modele statistique permettant de les obtenir, on puisse obtenir des 

propositions beaucoup plus precises du type PI ou P2 pour estimer la fonction f(k). Cela sera le cas dans 

lOetude de la fonction r(k). 

II est clair quQl peut exister a priori d&utres propositions que celles du type Ql ou Q2 precedentes ayant une 

pseudo-preuve aleatoire et donnant une estimation dQine fonction f(k). Mais dans cet article, on ne 

considerera que les propositions simples de ce type. 

Appliquons 1 (Etude theorique precedente 3.3.1 a le fonction r(k), utilisant la loi numerique aleatoire Hr ind . 

On definit, pour k superieur a 1000 lQntervalle de confiance minimum a 99% J(k)=[m(k)-Ci(k),m(k)+Q;(k)] 

de Xr ind (k). m(k) etant lGesperance de Xr ind (k), Q;(k) etant une fonction positive. J(k) est un inter valle de 

confiance minimum a 99% de Xr ind (k) signifie : 

p(« Xr ind (k) est element de J(k) »O0.99 avec Q;(k) minimal (En fait dans ce qui suit, il suffit de supposer que 

CtOO tend vers 0). 

On obtient d&pres la theorie des probabilites, m(k)=a(k)b(k)/e(k) (a(k), b(k),e(k) ayant ete precedemment 

definies). Done m(k)aR(k)=k/(Log(k)) 2 . 

On definit alors la variable aleatoire : 

Y(k)=t(« Xr ind (k) est element de J(k) »). 

II est evident que les Y(k) sont independantes (puisque les Xri nd (k) le sont) et de plus, les Y(k)sont des lois 

binaires (prenant les valeurs 1 ou 0), et d&pres la definition des intervalles J(k) :p(« Y(k)=l »)O0.99. 

On rappelle la Loi Forte des Grands Nombres de Khintchine (5) : 

Si (X;)n sont des variables aleatoires independantes, X; ayant une esperance m ; et une variance U; 2 , les 



variances etant uniformement variees (U; 2 <c pour tout i), alors 



l -x^(Xi-m) 



n ,=i 



converge presque surement 



vers (La probabilite de lOevenement 



Ix^(X,-mO 



tend vers » est egale a 1. 



Appliquant la Loi de Khintchine precedente, on obtient que la probabilite de lOEvenement suivant Ev(Y) est 

egale a 1 : 

Ev(Y) : « II existe un naturel N tel que pour tout n superieur a N : 

y Y(0 ^ Q 9g ^^^ 

^(n-1000)/2 + l 

Or d&pres la Propriete de correspondance generalisee 3.2.1, la proposition suivante P(Y) est modelisee par 
lOEvenement Ev(Y), et done a une pseudo-preuve aleatoire: 
P(Y) : « II existe un naturel N tel que pour tout n superieur a N : 

(f '<"■■<'•> 6J <'»)> 0,98 . 
,iS„(n-1000)/2 + l 

De plus on a « r(k) est element de J(k) » est equivalent a « r(k)/m(k) est element de [l-Q;(k))/m(k)), 
l+Q;(k))/m(k)] », ce qui est equivalent a ce qudon ait, C(k) etant la fonction Q;(k)/m(k), et I(k) etant 
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lQntervalle [1-C(k),l+C(k)] : « r(k)/m(k) est element de I(k) ». On admettra 8(k)=8G(k)/m(k) tend vers 0, ce 

qui est un pur probleme de probabilite. 

On a done obtenu que la proposition suivante P2 eq (r(k) a une pseudo-preuve aleatoire : 

P2 eq (r(k)): « II existe un naturel N tel que pour tout n superieur a N : 



j=1000 



1 ..^r(i) 



(n- 1000)72 + 1 m(i) 



x f("-^f e /(i)") > 0.98 , avec m(i)«i/(Log(i)) 



2 



» 



La proposition P2 eq (r(k)) precedente est exactement du type de celle du 2 ieme cas considere dans IcEtude 

dome fonction par la TAN 3.3.1. D&pres 1 aspect de la Comete de Goldbach, elle ndest pas illustree par des 

tests (Sinon le graphe montrerait que les points (k,r(k)) se rapprochent tangentiellement de la courbe 

(k,R(k)). Ceci nous permet de conclure que le modele equiprobable utilise pour obtenir Xri n d(k) nOEst pas 

exact. 

Cependant d&pres 1 aspect de la Comete de Goldbach, la proposition Q2 eq (r(k)) suivante est illustree par des 

tests : 

Q2 eq (r(k) : nil existe 2 reels a, P strictement positifs et il existe N tel que pour tout n superieur a N : 

<Z 7 iJnwo 7 Xt("^-e[a,j3]")>0.91 ,avecR(i)=i/(Log(i)) 2 » 

,iooo(n- 1000)72 + 1 R(i) 



Or on a vu dans le chapitre 3.3.1 quQine telle proposition avait une pseudo-preuve aleatoire et etait 
interessante. Elle apparait comme etant verifiee pour 0=0.7 et 5=2. On voit que et b sont de lcbrdre de 
lQmite ce qui on 1& vu illustre la bonne qualite du modele equiprobable considere. On obtient done que la 
proposition Q2 eq (r(k),Bl,B2) definie en 3.3.1 prenant B1=B2=1.3 a une pseudo-preuve aleatoire interessante. 
Remarquant que la proposition precedente entraine que le graphe (k,r(k)) a l&spect dQine Comete, on voit 
done que le modele equiprobable considere justifie 1 aspect de la Comete de Goldbach, donnant la forme des 
equations des courbes r m ; n (k) et r Ma x(k) (de la forme Ck/(Log(k)) )delimitant cette Comete. 

On a vu : 

k 

m(k) 



(Log(k)) 2 



On obtient : 

m(3000)a48, m(10000) all7, m(50000)a427, m(60000)a496, m(75000)a595, m(90000)e»691, 

m(100000)a756. 

On peut verifier que les points (i,R(i)) sont a lQnterieur de la Comete de Goldbach et que les courbes 
dakjuation r min (k)=0.7k/(Log(k)) 2 et r Ma x(k)=2k/(Log(k)) 2 la delimitent. 

On remarque aussi que les bandes observees sur la Comete de Goldbach ne sont pas predites par la 
loi numerique aleatoire Hr ind . Ceci est du au fait que comme on lOa vu, cette loi numerique aleatoire nOEst pas 
exacte. Nous verrons dans un second article quQine estimation plus precise de la fonction r(k) permet 
ddobtenir ces bandes. 



Pour obtenir une autre loi aleatoire interessante, on montre le Theoreme suivant : 

THEOREME 3.3.2 : 

Si fi(k!),e .f n (k n ) sont a valeurs dans des ensembles finis Ifi,..,If n et sont modelisees par des variables 

aleatoires Xfi(ki),e ,Xf n (k n ) definies sur le meme espace probabilisable (ki,..,k n etant des naturels 

quelconques, et fi,e ,f n des fonctions. Xfi(k) est done a valeurs dans If;) , alors pour toute fonction 

F(f!(ki),e ,f n (k n )) a valeur dans {hi,e ,h m }, et pour tout 1 dans { l,e m} : 

« F(fi(ki),..,f n (k n ))=hi » est modelisee par lOevenement « F(Xfi(ki), e ,Xf n (k n ))=hi ». 

Demonstration : 
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D&pres lchypothese, les f;(ki) prennent un nombre fini de valeurs dans ldensemble fini IT: 

Done ldequation :« F(x!,e ,x n )=h! pour x ; appartient a If; » admet un nombre fini de solutions. Soit s ce 

nombre. 

On peut done ecrire ces solutions sous la forme : 

(an,e .,ai n ), e .,(a s i,e .,a sn ). 

Alors on a : « F(fi(ki),e ,f n (k n ))=hi » est equivalent a la proposition: 

« « f 1 (k 1 )=an ete et f n (k n )=a ln »oue .,ou « f 1 (k 1 )=a s i et et f n (k n )=a sn » ». 

Alors en utilisant la Remarque 2.6 et que « fi(k)=aji » est modelisee par « Xf;(ki)=aji , on obtient : 

« F(fi(ki),e ,f n (k n ))=hi » est modelise par l&venement : 

« Xfi(ki)=an et et Xf n (k n )=a ln » ou,e .ou « Xfi(ki)=a s i et et Xf n (k n )=a sn » 

Or il est clair que cet evenement est equivalent a : 

« F(Xfi(ki),e .,Xf n (k n ))=hi. » (puisque les variables aleatoires Xf;(k) sont a valeurs dans If;). 

On a done montre : 

« F(fi(k!),e ,f n (k n ))=h! » est modelisee par « F(Xf 1 (k 1 ),.. ,Xf n (k n ))=h] ». 

Ceci etant vrai pour tout hj dans {h^e ,h m }, on a done le corollaire immediat : 

COROLLAIRE 3.3.3 : 

Si fi(k!),e ,f n (k n ) sont a valeurs dans des ensembles finis et sont modelisees par des variables aleatoires 

Xfi(ki),e ,Xf n (k n ) definies dans le meme espace probabilisable, alors toute fonction F(fi(ki),e f n (k n )) est 

modelisee par la variable aleatoire : F(Xfi(ki),e ,Xf n (k n )). 

II est evident quebn peut remplacer dans ce qui precede « est modelisee » par « est modelisee exactement », 

puisque comme on 1& utilise dans la Remarque 2.6, la propriete de correspondance est valide dans les 2 cas. 

De plus, on aurait pu aussi prendre ki=..=k n =k, puisque les k ; sont des naturels quelconques, ou remplacer 

fi(k) par f(k ; ) puisque les f ; sont des fonctions quelconques (a valeur dans des ensembles finis). 

Appliquant ce Corollaire, on obtient la loi numerique aleatoire (prenant pour « f;(k) » les « r(i) »): 
H moy r : « Si on considere k =220p, ou p naturel superieur a 50, et si f moy (k) est definie pour k=220p par : 

i i=k+100 

f,noy(k)=—>< X^') 
A" A j=*-100 

alors f moy (k) est modelisee par la variable aleatoire : 

£+100 



1 t + llK) 

X f,no } X k )=—X S X ^« 



,'=£-100 

Les Xr ind (i) ayant ete definis precedemment. On rappelle qudon a defini ces variables aleatoires sur le meme 
espace probabilisable, et de plus plus generalement on peut considerer par definition que des variables 
aleatoires independantes doivent etre definies sur le meme espace probabilisable. On est done dans le cas 
dckpplication du Corollaire 3.3.3. 

LQnteret de la loi numerique aleatoire precedente est que d&ne part les Xf moy (k) sont independants, et que 
d&utre part si on considere que pour i dans [k-100,k+100] la moyenne m(i) et la variance v(i) de Xr ind (i) 
varient peu et sont proches de m(k) et v(k), on peut s&ttendre en procedant comme pour obtenir la loi faible 
des grands nombres a ce que Xf moy (k) soit proche de m(k)aR(k)=k/(Log(k)) 2 . 

Pour etudier la fonction f moy (k), on doit proceder comme dans lOetude de l&xemple precedent etudiant r(k). 
On obtient done des intervalles de confiance a 99% I(k) de la variable aleatoire Xf moy (k)/(E(Xf moy (k))). 
On obtient alors des propositions illustrees par des tests ayant une pseudo-preuve aleatoires Q2 eq (f moy (k)) et 
Q2 eq (fmoy(k),Bl,B2) analogues aux propositions Q2 eq (r(k)) et Q2 eq (r(k),Bl,B2)) obtenues dans IcExemple 
precedent. 

4.CONCLUSION 

On a done presente une theorie aleatoire des nombres (T.A.N), basee sur des nouvelles Definitions et 
pseudo-Axiomes introduisant les lois du hasard dans la Theorie des nombres, qui apparait comme etant 
fondamentale pour proposer une solution a des problemes qui nebnt jamais ete resolus comme par exemple la 

Theorie Mathematique Platoniste-Theorie Aleatoire des Nombres 62 



Conjecture faible de Goldbach. On a vu que la T.A.N etait basee sur IcAxiome du Hasard, cette Axiome du 

Hasard entrainant la necessite dome nouvelle logique, logique du hasard constitute par les pseudo-Axiomes. 

On peut penser avec quasi certitude que de nombreuses propositions vraies en theorie des nombres ncbnt pas 

d&utres explications theoriques quOune explication theorique aleatoire, c'est-a-dire basee sur le hasard. La 

T.A.N peut etre consideree comme la theorie permettant lOetude de ces propositions. On peut s&ttendre 

quODn ne puisse pas montrer quQine proposition en theorie des nombres ait une demonstration basee sur le 

hasard dQine part car cela nek jamais ete fait pour aucune proposition et d&utre part parce que les Axiomes 

classiques de la Theorie des nombres nQntroduisent pas le hasard contrairement aux pseudo-Axiomes de la 

T.A.N. 

Le fait quQine proposition ait une explication aleatoire est fondamental car cela signifie : 

a)QuQDn a montre qudelle a une explication theorique basee sur le hasard. 

b)QuQDn a determine precisement les modeles statistiques dont elle peut etre la consequence et lcbrigine de la 

validite de ces modeles. 

c)Que cette explication est fondamentale puisque la proposition n& pas de preuve classique, et quQl est tout 

a fait possible que celle-ci ndexiste pas si la seule origine de la validite de la proposition est le hasard et ses 

lois concernant les nombres. 

On a done vu que les pseudo Axiomes etaient fondamentaux en T.A.N, puisquQls introduisaient des modeles 
statistiques. Le fait quQls ne soient pas toujours valides est du au fait que les modeles statistiques peuvent 
etre valides ou in valides dans des situations totalement analogues. 

En fait, il semble exclu quQme theorie du hasard en Theorie des nombres existe sans contenir des 
pseudo-Axiomes et Axiomes analogues a ceux que nous avons presentes dans cet article. Nous avons 
propose dans cet article l&pplication de la T.A.N a la Conjecture faible de Goldbach parce que cdest 
l&pplication simple la plus interessante, mais il existe des applications beaucoup plus simples et evidentes. 

Par exemple on obtient facilement en utilisant les Axiomes et pseudo-Axiomes presentes dans cet 
article les proprietes statistiques des decimales de nombreux reels (pi..). Ces exemples sont les plus simples 
et evidentes applications de la T.A.N, et constituent la plus evidente preuve de sa validite et de son 
importance, et en particulier de la validite du pseudo-Axiome du modele equiprobable presente dans cet 
article. On obtient dans ces exemples des modeles statistiques exacts (Def.2.1), et done des lois numeriques 
aleatoires exactes, et des explications theoriques aleatoires a de nombreuses propositions exprimant les 
proprietes statistiques des decimales de reels. 

Comme toutes les propositions ayant une explication aleatoire, si on arrivait a prouver classiquement 
la Conjecture faible de Goldbach ou les proprietes generales de la Comet e de Goldbach quOon a obtenues 
dans cet article, alors leur explication theorique basee sur la T.A.N perdrait son interet. Cependant, cela fait 
plus de 2 siecles quODn essaie sans succes de les demontrer, alors quODn a deja montre (par Vinogradov) 
toutes les for mules analogues prouvant que tout nombre pair est la somme de 2n nombres premiers, avec n 
superieur a 2, et une explication serait que la Conjecture faible et forte de Goldbach aient une origine 
purement due au hasard, sans preuve classique. 

En fait, il est certain quQl existe d&utres pseudo-Axiomes aleatoires que ceux presentes dans cet 
article, mais ils doivent necessairement avoir un caractere dOevidence et de simplicite. Nous verrons dans un 
second article (T.A.N-Partie II) quQl est possible dQDbtenir par la TAN la Conjecture Forte de Goldbach, 
c'est-a-dire une estimation de r(k) tres proche de la Conjecture de Hardy et Littlewood (6) . Ceci est cependant 
plus complexe que lcbbtention de la Conjecture faible de Goldbach(r(k)>0 pour tout k pair). Nous verrons 
aussi dans ce second article quQl est possible dQDbtenir la Conjecture Forte des nombres premiers jumeaux 
qui est exactement celle proposee par Hardy et Littlewood. CQest aussi un tres grand succes de la TAN. 
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Resume : 

Dans un premier article (5) (Theorie aleatoire des nombres- Partie I : Conjecture de Goldbach), nous avons 

presente les bases dome theorie aleatoire des nombres, permettant de donner une explication basee sur le 

hasard a de nombreuses propositions qui semblent vraies mais nODnt pas de preuve classique. Nous avons 

appele explications aleatoires de telles explications rationnelles basees sur le hasard. CGetait en particulier le 

cas pour la Conjecture faible de Goldbach, et pour des propositions decrivant lCaspect general de la Comete 

de Goldbach. 

Dans cet article, nous developpons la Theorie Aleatoire des Nombres (TAN), et il apparait qudelle donne 

aussi des explications aleatoires a des propositions concernant les decimales dQrrationnels ou concernant un 

certain type des sous-ensembles infinis de N, les ensembles estimes, qui sont des ensembles dont on a une 

estimation du nombre dQelements inferieurs a n. 

Nous donnons aussi des explications aleatoires aux Conjectures fortes de Goldbach et des Nombres Premiers 

Jumeaux. 



1. INTRODUCTION 

Dans un premier article (5) (Theorie aleatoire des nombres- Partie I :Conjecture faible de Goldbach), 
on a presente une Theorie Aleatoire des Nombres permettant de donner des explications theoriques 
mathematiques basees sur le hasard a de nombreuses propositions qui nOont pas de demonstration dans la 
Theorie des nombres classiques. On a defini completement ces explications theoriques mathematiques basees 
sur le hasard quODn a appelees explications aleatoires. On a vu en particulier que tel etait le cas pour la 
Conjecture faible de Goldbach, et que la Theorie Aleatoire des Nombres permettait de lui donner non 
seulement une explication aleatoire, mais aussi dOen donner a des propositions decrivant lCaspect general de 
la Comete de Goldbach. Ceci etait fondamental puisque ni la Conjecture faible de Goldbach ni ces 
propositions decrivant lCaspect general de la Comete de Goldbach ndont de demonstration classique. 

On rappelle que la T.A.N est basee sur lcAxiome du Hasard exprimant ldexistence de modeles 
statistiques non-certains (c'est-a-dire non demontrable classiquement) exprimant des proprietes des nombres. 
On a vu que cet Axiome entrainait la necessite dQntroduire une nouvelle logique du hasard utilisant des 
pseudo-Axiomes aleatoires, qui sont des propositions particulieres propres a la TAN, definies dans le 
premier article ( , exprimant notamment la validite de modeles statistiques dans certains cas. Ces pseudo- 
Axiomes aleatoires sont analogues a des Axiomes classiques. Leur particularite est quQls ne sont pas 
toujours valides : Les modeles statistiques quQls permettent dcbbtenir peuvent etre valides dans un cas et 
invalides dans un cas completement analogue. Cependant, tout comme les Axiomes classiques, ils sont 
simples et on peut les justifier par des arguments intuitifs evidents. Tout comme les Axiomes classique, ils 
ndont cependant pas de demonstration. 

Dans cet article, on presente de nouvelles applications de la Theorie Aleatoire des Nombres (TAN). 
La premiere application presentee dans ce 2 ieme article est aussi la plus simple de la TAN . Elle permet 
ddetudier les proprietes des decimales de nombreux irrationnels. La encore non seulement on montre que des 
propositions prevoyant quOelles ont un nombre infini de repetitions de chiffres ont des explications aleatoires, 
mais que cGest aussi le cas pour des propositions prevoyant la frequence dCapparition de ces repetitions de 
chiffres. La encore ces explications aleatoires (c'est-a-dire done basees sur le hasard) sont fondamentales 
puisque ces propositions ndont pas de demonstration classique. 

La deuxieme application presentee dans ce 2 ieme article permet lCetude des ensembles estimes c'est-a- 
dire des sous-ensembles infinis de N dont on a une estimation de leur nombre dOElements inferieurs a n pour 
n tendant vers lQnfini. 



Theorie Mathematique Platoniste-Theorie Aleatoire des Nombres 54 



Comme troisieme applications de la T.A.N, on a donne une explication aleatoire a la Conjecture 
Forte de Goldbach, donnant une expression de r(k), nombre de paires de nombres premiers dont la somme 
donne k. 

r(n) = U 2 ( V\ -^— ) ~ 2 ouy 2 a0,66016 
P fn,p>3P-2 Hn) 

Cette expression differe dQin facteur 2 de lOExpression proposee par Hardy et Littlewood (7) mais elle est en 
bien meilleur accord avec la Comete de Godbach obtenue par ordinateur. 

On donnera aussi une explication aleatoire a la Conjecture Forte des Nombres Premiers jumeaux qui est 
exactement lOExpression proposee par Hardy et Littlewood. 
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2.THE0RIE (RAPPELS) 

A)RAPPELS THEORIE ALEATOIRE DES NOMBRES 

On a vu (5) que la TAN permettait dGetudier le hasard dans la Theorie des nombres. Elle etait basee sur des 
pseudo-Axiomes aleatoires qui sont des propositions simples introduisant le hasard sous la forme de modeles 
statistiques, mais qui contrairement aux Axiomes ne sont pas toujours valides. Ceci est du au fait que les 
modeles statistiques peuvent etre valides dans un cas et non valides dans d&utres cas completement 
analogues. 

On a dans le premier article (5) defini le concept quQine proposition P est modelisee (resp. modelisee 
exactement) par un evenement Ev. Dans cette definition, on avait la propriete de correspondance . Cette 
propriete fondamentale exprimait que si on avait une proposition PI modelisee (resp. modelisee exactement) 
par un evenement Evl, et quQine autre proposition P2 etait modelisee (resp. modelisee exactement) par un 
evenement Ev2, alors on avait Non(Pl) etait modelisee (resp. modelisee exactement) par lQevenement Evl, et 
si Evl et Ev2 appartenaient au meme espace probabilisable, la proposition « PI et P2 » etait modelisee (resp. 
modelisee exactement ) par lQevenement « Evl et Ev2 », et la proposition « PI ou P2 » etait modelisee (resp. 
modelisee exactement) par lQevenement « Evl ou Ev2 ». 

Nous avons generalise cette propriete au cas ou on avait une infinite de propositions Pi, i appartenant 
a un sous-ensemble E de N, modelisees (resp. modelisees exactement) par des evenements Evi appartenant 
au meme espace probabilisable, dcUnivers infini. Alors la propriete de correspondance generalisee exprimait 
que la proposition Z (P1)e (qui etait par definition equivalente a la proposition « Pour tout i dans E, Pi est 
vraie ») etait modelisee (resp. modelisee exactement) par lQevenement Z (Evi) E . Et une propriete analogue 
pour lQinion. 

De plus, d&pres la Definition, si PI est modelisee exactement par un evenement Evl, alors PI se 
comporte comme si elle avait la probabilite p(Evl) dGetre vraie. Si la proposition PI est modelisee par 
lOEvenement Evl, alors dans certains cas particuliers PI est modelisee exactement par Evl, et dans dOautres 
cas particuliers PI se comporte comme si elle avait la probabilite pi dGetre vraie, avec plap(Evl). 

Dans le cas ou PI se comporte comme si elle avait la probabilite pi dGetre vraie, avec plap(Evl), on 
dira que PI est modelisee presqu dxactement par Evl. 

Ainsi dans la TAN, les concepts « est modelisee », « est modelisee presqu dexactement », ou « est 
modelisee exactement » permettent de representer de facon plus ou morns complete les proprietes statistiques 
de propositions. 

Un deuxieme concept fondamental de la TAN etait celui de propositions particulieres appelees lois 
numeriques aleatoires. 

DEFINITION 2. A. 1 : 

a)Si f(k) est une fonction dOun sous-ensemble F de N dans N, on appelle hi numerique aleatoire sur F la 

proposition : 

« f(k) est modelisee par la variable aleatoire Xf(k) » 

Par Definition, cela signifie que pour tout k dans F, f(k) est a valeur dans un sous-ensemble fini F(k) 
de R, que Xf(k) est une variable aleatoire aussi a valeur dans F(k), et que pour tout i k dans F(k), la 
proposition « f(k)=i k » est modelisee par lQevenement « Xf(k)=i k ». 

b)Si on a la loi numerique aleatoire definie precedemment, on dira qudelle est exacte si on a toujours 
« f(k)=i k » est modelisee exactement par lQevenement « Xf(k)=i k ». 
On dira alors aussi que « f(k) est modelisee exactement par la variable aleatoire Xf(k) ». 
On a generalise aussi la propriete de correspondance dans le cas ou on avait une loi numerique aleatoire sur 
un ensemble F infini, et que toutes les variables aleatoires etaient definies sur le meme espace probabilisable. 
Cette propriete de correspondance generalisee exprime quOavec les hypotheses precedentes, si on a une 
proposition P(f(k) F ) dont la validite depend seulement de la suite (f(k)) F , alors la proposition P(f(k) F ) est 
modelisee par lQevenement P((Xf(k)) F ), lorsque P(Xf(k)) F ) est un evenement. On avait montre ceci lorsque F 
etait fini, en utilisant la propriete de correspondance, et on l&vait generalise dans le cas ou F etait infini. Une 
consequence de la propriete de correspondance etat done, utilisant ce qui precede, que si on avait une loi 
numerique aleatoire sur un ensemble F : «f(k) est modelisee par la variable aleatoire Xf(k) », les Xf(k) etant 
definies sur le meme espace probabilisable, alors pour tout multiplet (ii,..,i n ) de F n , et pour toute fonction 
G(X],e ,x n ) de N n dans R, alors la fonction G(f(ii),e ,f(i n )) etait modelisee par la variable aleatoire 
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G(Xf(ii),e ,Xf(i n )).(C'est-a-dire que pour toute valeur h prise par G(f(ii,..,f(i n )), « G(f(ii),e ,f(i n ))=h » est 
modelisee par lOevenement « G(Xf(ij),e ,Xf(i n ))=h »). 

On a vu que par Definition de « est modelisee », si une proposition P est modelisee par un evenement Ev, 
alors dans certains cas particuliers P est modelisee exactement par Ev et dans d&utres P est modelisee 
presquOexactement par Ev. A cause de cela, on a un pseudo-Axiome aleatoire fondamental, la pseudo- 
Axiome du modele exact, quODn utilise toujours pour obtenir quQine proposition classique a une explication 
aleatoire : 

PSEUDO-AXIOME 2.A.2 (du modele exact): 

Si P est une proposition classique et si on a la loi numerique aleatoire sur un ensemble F={ 1 } : 

« t(P)(l) est modelisee par la variable aleatoire Xt(P)(l) » 

(t(P) etant classiquement la fonction verite de P, a valeurs dans {0,1 }), et qudon a de plus p(Xt(P)(l)=l)al, 

alors lorsque le pseudo-Axiome du modele exact est valide pour cette loi numerique aleatoire precedente, on 

a t(P)=l. (Et done P est vraie). 

II est evident que si on a la proposition « t(P) est modelisee par la variable aleatoire Xt(P) », on peut 
identifier cette proposition a une loi numerique aleatoire sur un ensemble F={1}, et done appliquer le 
pseudo-Axiome precedent si on a p(Xt(P)=l)al. 

Dans le precedent article (5) , les modeles statistiques etaient basees sur des espace probabilisables 
equiprobables. On a utilise de tels modeles pour donner des explications aleatoires a la Conjecture de 
Goldbach ou a des propositions decrivant les proprietes de la Comete de Goldbach. Ces modeles etaient 
obtenus par le pseudo-Axiome du modele equiprobable suivant : 

PSEUDO-AXIOME 2.A.3 (du modele equiprobable) : 

Si on a une proposition Pk : « Xk est element de Ak », Ak etant un ensemble fini dont on connait le 
nombre defilements, sous-ensemble dQin ensemble fini q k dont on connait aussi le nombre ddelements, alors 
lorsque le pseudo-Axiome du modele equiprobable est valide pour (xkAk,Qk), la proposition Pk : « Xk est 
element de A k » est modelisee par lOevenement Evk :« x (k) est element de A k » de ldespace probabilisable 
equiprobable (q k ,P(qk), p eq qk), qudon appellera plus simplement espace equiprobable q k . 
La probabilite dans cet espace de Evk est done egale a Card(A k )/Card(q k ). 

En fait le pseudo-Axiome du modele equiprobable precedent, ainsi comme on le verra les pseudo- 
Axiomes donnant un modele statistique aux ensembles estimes, permettent debbtenir des lois numeriques 
aleatoires, mais dans lesquelles les variables aleatoires ne sont pas definies sur le meme espace 
probabilisable. Or la seule possibilite debbtenir des resultats interessants est que ces variables aleatoires non 
seulement soient definies sur le meme espace probabilisable mais aussi soient independantes. 
On doit done utiliser un pseudo-Axiome permettant debbtenir que ces variables aleatoires sont 
independantes, le pseudo-Axiome des variables independantes ce qui est possible car on a vu que 
l&pplication dQin pseudo-Axiome aleatoire ndest pas toujours valide, contrairement a un Axiome, puisque 
les modeles statistiques quQl introduit ne sont pas toujours valides. 

PSEUDO-AXIOME 2.A.4 (des variables independantes) : 

Si on a une loi numerique aleatoire sur F « f(k) est modelisee par Xf(k) », alors lorsque le pseudo- 
Axiome des variables aleatoires est valide pour cette loi, on obtient la loi precedente dans laquelle les 
variables aleatoires Xf(k) sont definies sur le meme espace probabilisable et sont independantes. 

Si une proposition admet une explication aleatoire, e'est-a-dire une explication rationnelle basee sur 
le hasard obtenue par la TAN, cette explication est differente dQine preuve classique basee sur les Axiomes 
classiques de la Theorie des Nombres. En effet, elle est basee sur ldexistence de certains modeles statistiques, 
obtenus par des pseudo- Axiomes, qui ne sont pas toujours valides. On definit done de la facon suivante une 
explication aleatoire : 

DEFINITION 2.A.5 : 

a) On appelle pseudo-preuve aleatoire dQine loi numerique aleatoire ou dQine proposition classique 
son obtention utilisant certains pseudo-Axiomes de la TAN ainsi que la Theorie classique des 
nombres et celle des probabilites. 
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b) Si une proposition classique ou une loi numerique aleatoire a une pseudo-preuve aleatoire et que de 
plus on ne l&it jamais montre classiquement ni sa negation, alors on dira qudelle a une explication 
aleatoire. 

Comme on 1& vu dans l&rticle (5) , cGest surtout pour les propositions illustrees par de nombreux tests ( 
resultats obtenus par des nombres finis d Operations, eventuellement par un ordinateur) quQl est le plus 
interessant dcbbtenir une explication aleatoire. Ceci etait notamment le cas pour la Conjecture de Goldbach 
et les autres propositions obtenues decrivant la Comete de Goldbach. 



B.RAPPELS :THEORIE DES PROBABILITES 

On rappelle les elements basiques mais fondamentaux de la theorie des probabilites : 

THEOREM 2.B.1 : 

Si Xi,e ,X n sont n variables aleatoires : 



£(£*,) = ££(*,) 



THEOREM 2.B.2 : 

Si Xi,..,X n sont n variables aleatoires independantes , v(X ; ) etant la variance de X ; : 



'(£*,) =£v(x,) 



1=1 1=1 



DEFINITION 2.B.3 : 

Si X est une variable aleatoire avec les 2 evenements « X=l » et « X=0 » alors X est une loi binomiale. 



THEOREM 2.B.4 : 

Si X est une loi binomiale de loi p (p(X=l)=p), alors : 
E(X)=p etv(X)=p(l-p) 

DEFINITION 2.B.5 : 

Si(X ; ) N est une suite de variables aleatoires definie sur un espace probabilisable (q,fi,p), alors la suite (X;) N 
converge en probability vers a si : 

V^ > OyS > 0,3N(e,S)/Vn > N(£,S), p("\X t -a\< s") >\-5 

DEFINITION 2.B.6 : 

Si (X ; ) N est une suite de variables aleatoires definies sur un espace probabilisable (q,B,p), la suite (X ; ) N 
converge presque surement vers a si « lim X t . = a » est un evenement de la tribu B de probabilite egale a 1. 

n— >co 

On ecrira aussi ceci : 

pC'liml, =a") = l 

n— >co 

II est aussi interessant dQntroduire la notion de convergence absolue en probabilite. 

DEFINITION 2.B.7 : 

(X ; ) N etant une suite de variable aleatoire, la suite (X ; ) N converge absolument en probabilite vers a (a reel) 

si : 

V^>0,V£>0,3Af<>,<f)/VH>A^, £),/?( n "\X. -a\ < s") > \-S 

i = N(£,d~) ' ' 

On a evidemment que si la suite (X;) N converge absolument en probabilite vers a, alors elle converge en 
probabilite vers a. On montre de plus le Theoreme : 
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THEOREM 2.B.8 : 

Si la suite de variables aleatoires (Y;) N definie sur un espace probabilisable (q,B,p) converge absolument en 
probabilite vers a, alors elle converge presque surement vers a. 

(On donne la demonstration de ce Theoreme a car il pourrait permettre de demontrer la Loi Forte des Grands 

Nombres generalisee que nous definirons plus loin). 

Demonstration : 

On suppose a=l (si al 1 on considere Y;/a). 

D&pres la definition de la convergence absolue en probabilite : 

Ve >0,VS>0,3N(£,S)/Vn>N(£,S),p( n "|7. -ll < e")> \-8 

On veut prouver: 

p("KmY n =Y') = l 

n— »oo 

ou « lim Y n — 1 » represente lOevenement de q pour lequel la suite (Y n ) N tend vers 1 . 

n— >co 

Soit U>0, on definit la suite de naturels N k par, pour k dans N*: 

N k =N(l/k,U). 

Ceci signifie: 

Vn>N,,p( A "IF. -i<\lk")>\-S 

i=Nk ' ' 

On definit alors les evenements E k par : 

E k : «3M,l\fn>M,,\Y-l\<llk» 



Si on considere lOEvenement: C\ E, 
II est evident que : 

"lim7„ =rc?<X H )enE k "e t "(Y n ) e nE k "c?1imY H =1" 

n—>m k=l k=l n— >co 

Done les 2 evenements precedents sont identiques. 

De plus la suite dOEvenements E k est decroissante done : 

OC 

p(nE k ) = lim p(E ) 

k = \ p->oo ' 

De plus, il est evident que: 

CO 

n"|F.-l|<l/p"cE 

i=Np ' 

Et done: 

p(E p ) > pin "|F - 1| < 1///') - Inn p( n "\Y, - Ij < 1///') > 1- S 

Et done: 



^ ' ' i=Np ' " ' " n— »t» * i=Np 



p(nE k ) = \imp(E p )>l-S 

k=l p— »oo 

Ceci etant vrai pour tout U>0 : 

00 

p("]imY n =r) = p(nE k ) = l 

On utilisera la Loi Faible des Grands Nombres et la Loi Forte des Grands Nombres: 
Loi Faible des Grands nombres 2.B.9: 
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Si on a une suite (X;) N de variables aleatoires independantes et de meme loi, alors la suite 

Y n = > converge simplement vers £=E(X;).(Si £ est fini). 

to n 

Loi Forte des Grands Nombres 2.B.10 : 

Avec les hypotheses et les notations precedentes, la suite (Y„)n converge presque surement vers £. 

On a vu que la convergence absolue en probabilite entrainait la convergence presque sure. II est done 
interessant de considerer la Loi Forte des Grands Nombres 2 ieme forme : 

Loi Forte de Grands Nombres 2 ieme forme 2.B. 1 1 : 

Avec les hypotheses et notations precedentes la suite (Y n ) N converge absolument en probabilite vers £. 

On utilisera aussi l&negalite de Chebyshev : 

THEOREM 2.B. 12: 

Si Y est une variable aleatoire ddesperance £ et de variance U 2 , si Uest un reel strict ement positif : 

pC\y-m\>£")<^t 



On rappelle aussi le resultat utilise dans l&rticle 



(5) 



THEOREM 2.B. 13 : 

Si E est un ensemble a n elements, E(a) et E(b) etant les ensembles des sous-ensembles de E ayant a et b 
elements, si Xi est la variable aleatoire definie sur ldespace equiprobable E(a)xE(b) donnant le nombre 
dOelements communs de A et B pour (A,B) dans E(a)xE(b), on a alors : 



3.DECIMALES DdRRATIONNELS 

La TAN permet debbtenir tres simplement de nombreux resultats sur les decimales dQrrationnels dont on 
peut verifier la validite en utilisant des ordinateurs mais qui nebnt jamais ete prouves classiquement. Nous 
allons en proposer 2 exemples : 

EXEMPLE3.1 

Montrons comme premier exemple que la proposition : 

P :« a3 a dans ses decimales une infinite de fois le nombre 5 » a une explication aleatoire, e'est-a-dire quebn 

peut ldobtenir en utilisant les pseudo-Axiomes de la TAN, alors qudon ne 1& jamais demontree 

classiquement. La methode suivante est generale, on aurait pu remplacer a3 par ', a2, Log(5) e et 5 par 

nQmporte quel autre chiffre. 

La proposition P admet la pseudo-preuve aleatoire suivante : 

On note f(i)la fonction donnant la valeur de la i ieme decimale de a3 . 

On a done : 

f(i) appartient a A={0,l,e .,9}. 

En appliquant le pseudo-Axiome 2.A.3 du modele equiprobable, on obtient que la proposition « f(i) est 

element de { 5 } » est modelise par un evenement de probabilite Card({ 5 })/Card(A;)=l/10. 

Si on pose pour tout i dans N*, g(i)=t(« f(i)=5 »), e'est-a-dire g(i)=l si f(i)=5, et g(i)=0 sinon, on obtient la loi 

numerique aleatoire sur N*: 

« g(i) est modelisee par Xg(i) », avec p(« Xg(i)=l »)=1/10. 
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Appliquant le pseudo-Axiome 2.A.4 des variables independantes a la loi numerique aleatoire precedente, on 

peut alors supposer que les Xg(i) sont definies sur le meme espace probabilisable et sont independantes. 

i etant un naturel non nul quelconque, on cherche a modeliser par un evenement la proposition : 

Pi : « II existe au moins un naturel k(i) superieur ou egal a i tel que la k(i) eme decimale soit egale a 5 ». 

II est evident que Pi est equivalente a : 

« II existe k(i) superieur ou egal a i tel que g(k(i))=l ». 

On definit alors Fi comme etant le sous-ensemble des suites de {0,1 } N * (suites comportant seulement des et 
des 1), ay ant au moins un terme egal a 1 apres le i eme terme (au sens large). 
Alors il est evident que Pi est equivalente a : 
« ((g(j))N* est element de Fi ». 

D&pres la propriete de correspondance generalisee donnee dans 2.A RAPPELS TAN, Pi est done modelisee 

par lOEvenement Ev(Pi) : « ((Xg(j)) N * est element de Fi ». 

Or il est evident que lOEvenement Non(Ev(Pi)) est lOEvenement : 

Non(Ev(Pi)) : « Pour tout j superieur ou egal a i, Xg(j)=0 ». 

Or comme les Xg(j) sont independantes, la probabilite de Non(Ev(Pi)) est egale a : 

CO CO 

p(Non(Ev(Pi)) = f] pCXg(j) = 0") = f](9/10) = 
On a done p(Non(Ev(Pi)))=0 et p(Ev(Pi))=l. 

D autre part il est evident que la proposition P : « II existe une infinite de decimales egales a 5 dans les 

decimales de a(3) » est equivalente a : 

« Pour tout i dans N*, Pi est vrai ». 

D&pres la propriete de correspondance generalisee donnee dans 2.A RAPPELS TAN, la proposition 

precedente est modelisee par lOEvenement : 

« Pour tout i dans N*, Ev(Pi) » 

Or il est evident que pour tout i Ev(Pi+l) entraine Ev(Pi), e'est-a-dire Ev(Pi+l) est inclus dans Ev(Pi). 

On a done : 



p{C]{Ev{Pi)) = lim p(f]Ev(Pi)) = lim p(Ev(Pn)) = 1 



puisqudon a obtenu p(Ev(Pn))=l pour tout n. 

Done P est modelisee par un evenement de probabilite 1 . 

Appliquant alors le pseudo-Axiome 2.A.2 du modele exact on obtient done P. 

Puisque P n& jamais ete demontree classiquement (ni sa negation), P a done une explication aleatoire 

(Definition 2.A.5). 

EXEMPLE 3.2 : 

Comme 2 ieme exemple, on peut montrer quQine autre proposition, beaucoup plus precise que P, et pouvant 

etre illustree par de nombreux tests, a une explication aleatoire. 

Cette proposition est la proposition Q : 



2>) 



Q: lim ^M = lim -^ = 1/10 

n— >oo yi n— >co yi 

Dans cette expression, G(n) indique le nombre de decimales egales a 5, parmi les n premieres decimales. 
En effet, les Xg(i) etant independantes et de meme loi, d&pres la Loi Forte des Grands Nombres : 

pC'lim -^ = 1/10") = 1 

«->» n 

De plus d&pres la propriete de correspondance generalisee (rappelee dans RAPPELS TAN 2.A) Q est 
modelisee par lOEvenement de ldexpression precedente de probabilite egale a 1 . 
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Done Q est modelisee par un evenement de probabilite 1, et si on applique le pseudo-Axiome 2.A.2 du 

modele exact on obtient Q. 

Puisque Q n& jamais ete demontree classiquement, Q a done une explication aleatoire. 

Q serait illustree par des tests si on calculait G(n)/n pour plusieurs valeurs de n, et quebn observait que 

G(n)/n semble tendre vers 1/10. 

La loi numerique aleatoire : 

« g(i) est modelisee par Xg(i) » 

ou les Xg(i) sont independantes et definies plus haut, pourrait etre un exemple de loi numerique aleatoire 

exacte. Pour verifier ceci il faudrait realiser des tests statistiques. 



4.ENSEMBLES ESTIMES 

Le but de cette partie est dOetudier par la TAN les proprietes des ensembles estimes, cdest a dire des sous- 
ensembles de N dont on connait une estimation de leur nombre dOelements inferieurs a n. On verra que 
comme dans le domaine precedemment expose de la TAN, la TAN permet de donner des explications 
aleatoires a de tres nombreuses propositions qui nebnt jamais ete prouvees classiquement. 

4.A THEORIE 

On utilisera la Loi Faible des Grands Nombres Generalisee : 

Loi Faible des Grands Nombres Generalisee 4.A.1 (LfGN generalisee): 

Si on a une suite (X;)n de lois binomiales independantes avec p(X;=l)=p(i) et que la serie £p(i) diverge, 

alors, si on definit la suite (Y n ) N de variables aleatoire par : 

n 

Y n = -^ , la suite (Y n ) N converge en probabilite vers 1 . 

I>(0 

Demonstration : 

La demonstration generalise la demonstration de la Loi Faible des Grands Nombres classiques. 

On pose S n =X +e .+X n 

D&pres lchypothese, X; est une loi binomiale associee a p(i). En utilisant les rappels 2.B, IcEsperance £ ; et la 

variance U ; 2 de X; sont : 

v(X i )=U i 2 =p(i)(l-p(i)) et £ i= p(i) 

E{S n ) = f j E{X i ) = f j p{i) 

/=() (=0 

etdoncE(Y n )=l. 

De plus, les lois X; etant independantes : 



S„ , v(S„) 



n 



v(Y) = v( "—) = 

E(S n ) (E(S„Y { f^y 

1=0 

Si on applique lQnegalite de Chebyshev : 
p("|F„ -1|> £•")< V(1 '" j 



s 1 



mais on a : 
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i=0 1=0 1=0 

et done : 


■2> 

i'=0 


v(Y n )^ 1 

„2 _ n 

e s*Yu, 





1=0 

Mais par hypothese E£;=Ep(i) est divergeant, il en resulte que v(Y n )/u tend vers pour n tend vers lQnfini et 
done ( Y n ) N converge en probabilite vers 1 . 

On admettra que de la meme facon, on peut generaliser la Loi Forte des Grands nombres l iere et 2 ieme forme 
pour obtenir les 2 lois : 

Loi Forte des Grands Nombres Generalisee 4.A.2(LFGN generalisee): 

Avec les notations et les hypotheses de la Loi Faible des Grands nombres generalisee, la suite (Y„)n converge 

presque surement vers 1 . 

REMARQUE 4.A.2.a) 

Meme si cette loi nQetait valable que pour p(i) suite monotone, cela suffirait pour tous les exemples 
classiques de la TAN des ensembles estimes, notamment tous ceux presentes dans cet article. 

ii 
En fait, si on a pour n assez grand V^ p(i) > an , a etant une constante strictement positive, la Loi 

i=i 
Forte des Grands Nombres Generalisee (LFGN generalisee) est une consequence immediate de la LFGN de 
Khintchine (6) , dont on rappelle la formulation : 

Si (X;) N * est une suite de variables aleatoires independantes, X; etant dOesperance m ; et les variances etant 

1 " 
uniformement bornees (U; 2 <c pour tout i), alors — V^ (X t - m i ) converge presque surement vers 0. 

n s_i 

Cependant dans le cas general ou p(i) tend vers 0, ce qui est le cas dans la plupart des Exemples 

donnes dans cet article, on ne peut pas generaliser la LFGN de Khintchine pour obtenir la LFGN generalisee. 

Loi Forte des Grands Nombres Generalisee 2 ieme forme 4.A.3: 

Avec les notations et hypotheses precedentes, la suite (Y n ) N converge absolument en probabilite vers 1. 

On rappelle quebn a prouve dans le Theoreme 2.B.8 que la Loi Forte des Grands Nombres generalisee 2 ieme 
forme entrainait la Loi Forte des Grands Nombres Generalisee. 

Ce qui precede va permettre par la TAN lOEtude des ensembles estimes correspondant a la definition 
suivante : 

DEFINITION 4.A.4: {Ensembles estimes) 

On appelle ensemble estime ddsstimation a(n) un sous-ensemble infini A de N tel que, si A(n)={i/ iCh et i 
appartient a A}, on ait : 
Card(A(n)) _ 

"^°° a(n) 

Soit A un ensemble estime ddestimation a(n). On cherche a modeliser la fonction caracteristique de 
A fA(i), i etant un naturel assez grand, e'est-a-dire superieur a un naturel N A . Le plus simple modele 
statistique de f A (i) est celui defini par le pseudo-Axiome du modele des ensembles estimes suivant, que nous 
allons justifier par des arguments intuitifs. 

PSEUDO-AXIOME 4.A.5 (du modele des ensembles estimes) : 

Si A est un ensemble estime ddestimation a(n) avec a(n) croissante, alors : 
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a)Lorsque le pseudo-Axiome du modele des ensembles estimes est valide pour (A,a(n)), il existe un naturel 

N A tel que pour tout i superieur ou egal a N A , « f A (i)=l » est modelisee par lOevenement « x iA =l » de lGespace 

probabilisable dfijnivers q iA ={0,l}, avec p(« x iA =l »)=p iA =a(i)-a(i-l). 

b)On verra dans la premiere justification intuitive de ce pseudo-Axiome aleatoire que pour que le modele 

soit meilleur, il faut que pour n superieur ou egal a 1, a(n) soit une bonne approximation de Card(A(n)) . On 

pourra done choisir une valeur de N A tel que ce soit le cas, par exemple choisir N A tel que pour n superieur a 

N A , 0,9<Card( A(n))/a(n)< 1,1. 

Alors on dira quOon a suppose que le pseudo-Axiome etait valide pour (A,a(n),N A ) 

On voit done que dans l&pplication du pseudo-Axiome precedent, on peut choisir ou non la valeur 
deN A . 

En fait, on verra quden general, notamment dans la 2 ieme justification intuitive, que les propositions 
obtenues utilisant le modele statistique de ce pseudo-Axiome ne dependent que du comportement a lQnfini 
de p iA . II en resulte quODn peut alors les obtenir en choisissant nQmporte quelle valeur de N A (choisie assez 
grande, puisqucbn sait que plus N A est grand meilleur est le modele). On peut done restreindre ou non le 
choix de N A , dans l&pplication du pseudo-Axiome precedent pour (A,a(n),N A ). 

Choisir une valeur de N A permet debbtenir des propositions illustrees par des tests qui ne le seraient 
pas si N A etait inconnu. 

l iere justification intuitive : 

i etant un naturel assez grand, on sait quQine estimation du nombre de naturels appartenant a A strictement 

inferieurs a i est a(i-l), et quQme estimation du nombre de naturels inferieurs ou egaux a i appartenant a A 

est a(i). II sGensuit quGcm peut approximer la probabilite que i appartienne a A par p iA = a(i)-a(i-l). (Cette 

approximation est a priori d&utant meilleure que ldestimation a(n) de Card(A(n)) est precise). 

Ceci signifie que pour i assez grand, « f A (i)=l » est modelisee presquGexactement par un evenement de 

probabilite p iA . D&pres la definition de « est modelisee », on peut done considerer que pour i assez grand, 

« fA(i)=l » est modelisee par un evenement de probabilite p; A . Ceci justifie done intuitivement la validite 

dans certains cas du pseudo-Axiome du modele des ensembles estimes. 

2 1 me justification intuitive : 

Supposons quODn ait un sous-ensemble A de N dont la fonction caracteristique soit modelisee comme le 

modele du a) du pseudo-Axiome du modele des ensembles estimes. 

Cest-a-dire quebn ait un naturel N A et une fonction a(n) croissante telle que pour i superieur ou egal a N A , 

f A (i) soit modelisee par un evenement de probabilite p iA =a(i)-a(i-l). 

Si on definit la variable aleatoire X iA sur ldespace probabilisable du a) dfijnivers Q; A par : X iA =x iA , 
alors on obtient la loi numerique aleatoire : 

« Pour i superieur a N A , f A (i) est modelisee par la variable aleatoire X iA ». 

Si on applique alors le pseudo-Axiome des variables independantes, on obtient la loi precedente avec des X iA 
variables independantes. 
Appliquant alors la Loi Forte des Grands Nombres Generalisee 4.A.2, on obtient : 






- iA 



p("lim^^ = 1") = 1 



i=NA 



II en resulte que d&pres la propriete de correspondance generalisee, la proposition 
" lim ^^ = 1" , est modelisee par un evenement de probabilite 1 . 



Y^PiA 
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En appliquant le pseudo-Axiome du modele exact, on obtient done que cette proposition est vraie. Or il est 

evident que cette proposition est equivalente a « A est un ensemble ddestimation a(n) ». (Car dans 10 

expression numerique precedente, 2p; A =a(n)-a(N A -l)) 

On voit done que le modele statistique defini dans le pseudo-Axiome a), permet debbtenir que la proposition 

« A est un ensemble estime ddestimation a(n) » a une explication aleatoire. 

II apparait done que le modele statistique propose est le meilleur modele statistique pour modeliser un 

ensemble estime dOestimation a(n). 

On voit dans cet exemple, comme dans la Remarque suivant le pseudo-Axiome, que la proposition obtenue 

dans la 2 ieme justification est independante du choix de N A . 

Le pseudo-Axiome precedent du modele des ensembles estimes introduit la Definition suivante : 

DEFINITION 4.A.6 (evaluation probabiliste) : 

Si A est un sous-ensemble de N (fini ou non), tel quQl existe un naturel N A tel que loon ait la loi numerique 

aleatoire, f A etant la fonction caracteristique de A : 

« Pour i superieur a N A , f A (i) est modelisee par la variable aleatoire X iA » 

Avec p(X iA =l)=p iA , 

On dira alors que A est un ensemble d&valuation probabiliste p iA , pour i superieur a N A . 

De plus dans la 2 ieme justification intuitive du pseudo-Axiome du modele des ensembles estimes, on a etabli 
un resultat fondamental, exprime dans le Theoreme suivant : 

THEOREME 4.A.7: 

Si A est un ensemble ayant une evaluation probabiliste p iA , pour i superieur a N A , et que £p iA diverge, alors 

la proposition : 

n 

« A est un ensemble estime dOestimation a(n) = V^ p iA » a une pseudo-preuve aleatoire. 

i=NA 



On a vu que pour obtenir ce Theoreme 4.A.7 on utilisait la LFGN generalisee 4.A.2. 

Comme on lCa vu cependant la LFGN generalisee 4.A.2 de meme que sa variante 4.A.3 ne se 
demontrent pas aussi facilement que la LFGN (qui nOetait deja pas evidente). Or, en utilisant seulement la 
Loi faible des Grands Nombres generalisee 4.A.1 que ldon a demontree, on peut obtenir aussi une evaluation 
de la fonction S(n)=2 [NA?n] f A (i). 

En effet, on rappelle lOetude theorique dome fonction par la TAN, donnee dans lCarticle (5) (Chapitre 
3.3) : 

ETUDE THEORIQUE DcUNE FONCTION PAR LA TAN 4.A.7a) 

On ne considerera que 2 cas : 

Dans le premier cas, on obtient par la TAN en utilisant un modele statistique Ml une fonction F(k), telle que 

la proposition suivante PI a une pseudo-preuve aleatoire : 

PI • « Jim_(JW )=1 

Dans le 2 ieme cas, on obtient par la TAN, en utilisant un modele statistique M2 une fonction F(k), deux 
fonctions C|(k) et Q(k) positives et tendant vers telle que, posant I(k)=[l-C|(k),l+Q(k)] , une proposition du 
type de la proposition suivante P2 a une pseudo-preuve aleatoire : 

P2 : « II existe un naturel N tel que pour tout n superieur a N : 

" 1 fff\ 

/ — xt(" <El(i)")>p (En general on ne connait pas explicitement F(n), mais on a F(n) equivalente a une 

fonction F A (n) connue)» 

Dans la proposition precedente, p est un rationnel proche de 1 (p=0.98 par exemple). On a suppose que f(k) 
etait definie sur N. Dans le cas general f(k) est definie sur un sous-ensemble infini F de N, et la sommation 
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ne porte que sur les elements de F. On divise alors par le nombre dOelements de F inferieurs a n. P2 exprime 
quQl existe un naturel N tel que pour tout n superieur a N la proportion des naturels k appartenant a F et 
inferieurs a n tels que f(k)/F(k) appartiennent a I(k) est superieure a p. 

Dans certains cas PI et P2 sont illustrees par des tests et done on obtient une estimation de r(k) donnee par 
ces propositions. Pour voir si PI ou P2 sont illustrees par des tests, on trace les points (k,f(k)/F(k)) (ou 
(k,f(k)/F A (k))pour k aussi grand que possible. Si il apparait que ces points (pour PI), ou un pourcentage 
proche de 1 de ces points (pour P2) tendent vers la droite dOequation y=l, alors PI ou P2 sont illustrees par 
les tests. Dans certains cas, PI ou P2 tout en etant vraies ne sont pas illustrees par les tests. Cdest le cas quand 
on ne peut pas realiser les tests (C'est-a-dire calculer f(k)/F(k) ou f(k)/F A (k)) pour k assez grand, a cause de 
limites comme la puissance maximale des ordinateurs. Si il apparait que les points (k,f(k)/F(k)) (ou (k,F A (k)) 
sont proches de 1 et sden rapprochent quand k augmente, on pourra considerer que PI ou P2 sont 
partiellement illustrees par les tests, meme si ceux-ci ne font pas apparaitre que les points (k,f(k)/F(k)) (ou 
(k,F A (k)) tendent vers la droite dOequation y=l. Dans ces cas, on doit essayer debbtenir une fonction F B (k) 
plus precise que F(k) ou F A (k) pour estimer f(k). 

Cependant, PI et P2 ne sont vraies que dans certains cas ou les modeles Ml ou M2 permettant debbtenir PI 
ou P2 sont valides avec une tres bonne approximation. Un cas beaucoup plus general est le cas ou Ml et M2, 
tout en etant valides avec une bonne approximation, ne le sont pas avec une qualite suffisante pour que les 
propositions du type PI ou P2 quQls entrainent soient vraies. On remarque que toute proposition Ql ou Q2 
entrainee par PI ou P2 a une pseudo-preuve aleatoire d&pres la Definition 2.10. Cependant, pour que de 
telles propositions Ql ou Q2 soient interessantes, il faut dQine part quQelles soient illustrees par des tests, 
mais aussi quQelles illustrent la validite avec la meilleure qualite possible des modeles statistiques Ml ou M2 
permettant debbtenir PI ou P2. Ceci est vrai si les propositions Ql ou Q2 sont les plus proches possible de PI 
ou P2 qui correspondent a la meilleure qualite des modeles Ml ou M2. Ce sera le cas si les parametres de Ql 
ou Q2 sont le plus proche possible des parametres de PI ou P2. 

Ainsi, dans le premier cas on considerera que seules les propositions du type Ql suivant ont une pseudo- 
preuve aleatoire interessante : 

Q1 A : « II existe un reel L>0 tel que T J™-(^4)=L » 

A:— »oo t{k) 

On pourra aussi considerer la proposition Q1 B plus generale que Q1 A : 

Q1 B : « II existe 2 reels strictement positifs a et P et un naturel N tel que pour tout n superieur a N, f(n)/F(n) 

appartienne a [a,P] » 

Dans le 2 ieme cas on considerera que seules les propositions du type Q2 suivantes ont une pseudo-preuve 

aleatoire interessante : 

Q2 : « II existe 2 reels strictement positifs Get fo, et il existe un naturel N tel que pour tout n superieur a N : 



Zk* r w>* aJV * p - om 



II est evident que si de telles propositions sont illustrees par des tests, elles illustrent la validite avec une 
bonne approximation des modeles Ml ou M2, car elles sont tres proches des propositions PI ou P2 (a cause 
du parametre qui est la fonction F(k)). 

On peut aussi considerer que plus L est proche de 1, meilleure est la qualite du modele Ml, et plus Uet 5 
sont proches de 1, meilleur est la qualite du modele M2. Pour exprimer ceci, on peut dans la proposition Q1 A 
borner (au sens large) par un reel Bl la distance IL- 1 1, et dans la proposition Q2 ou Q1B borner par 2 reels 
Bl et B2 les distances Ib-ll+lU-ll et 16-U. On obtient alors les propositions notees Q1 A (B1) ,Q2(B1,B2) et 
Q1 B (B1,B2). 

II est evident que si Q1 A (B1) ou Q2(B1,B2) sont illustrees par des tests, plus Bl et B2 sont proches de 0, 
meilleure est illustree la qualite des modeles Ml ou M2. En effet, PI est exactement Q1 A (0) et P2 entraine 
que Q2(B 1 ,B2) est vraie pour tous reels B 1 ,B2 strictement superieurs a 0. 

Si on obtient que de telles propositions du type Ql ou Q2 precedent sont illustrees par des tests on peut 
s&ttendre a ce quden ameliorant le modele statistique permettant de les obtenir, on puisse obtenir des 
propositions beaucoup plus precises du type PI ou P2 pour estimer la fonction f(k). Cela sera le cas dans 
lOetude de la fonction r(k). 
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II est clair quQl peut exister a priori d&utres propositions que celles du type Ql ou Q2 precedentes ayant une 
pseudo-preuve aleatoire et dormant une estimation dQine fonction f(k). Mais dans cet article, on ne 
considerera que les propositions simples de ce type. 



REMARQUE 4.A.7b) : 

On peut, utilisant seulement la Loi faible des Grands Nombres generalisee 4.A.1 qucbn a demontree, 
obtenir une estimation de la fonction S(n)du type de celles presentees dans le Chapitre precedent. On 
rappelle : 



S(7l)=|>(0 



i=NA 



On suppose done quQin ensemble A a une evaluation probabiliste p iA pour i superieur a N A , et que 
Ep iA diverge. 

Appliquant le pseudo-Axiome 2.A.4 des variable independantes, on obtient que pour i superieur a 
N A , fA(i) est modelisee par la variable aleatoire binaire Xf A (i), avec p(« XfA(i)=l »)=PiA et les Xf A (i) sont 
independantes. 

Procedant alors comme dans la demonstration de la Loi faible des Grands Nombres generalisee 
4. A. 1 , on obtient pour tout n superieur a N A : 

pC(-ir— x|>/ A (o-i)>*")< — \ — 

Zi = NA 2 V~* 

PiA £ 2^ PiA 

i=NA i=NA 

On definit alors pour n superieur a Na la fonction C(n) : 
1 = 0.01 



^f^PiA 

i=NA 

On remarque que e(n) est une fonction positive tendant vers 0. 

Alors, posant I(n)=[l-Qn),l+C(n)], la definition precedente de C(n) entraine : 

P( n — n e/(n)")>l-0.01=0.99 

^iA 

i=NA 

C'est-a-dire, d&pres la definition de S(n) : 

i=NA 

Appliquant alors le pseudo-Axiome des variables independantes aux variables aleatoires XS(n), on 
peut supposer qudelles sont independantes. 

Definissant alors la variable aleatoire Y(n) : 

F(«K^ £ /(«)'l 



Y,P iA 



On obtient, procedant exactement comme notre estimation de r(k) dans l&rticle precedent (5) 
(Chapitre 3.3) que la proposition suivante P2(S(n)) a une pseudo-preuve aleatoire : 
P2(S(n)) : II existe un naturel N tel que pour tout n superieur a N : 
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X'("4^/(n)")>0.98 



h-Na+1 

i=NA 



<- j> 



On est done dans le 2 ieme cas de lcEtude theorique dQine fonction par la TAN 4A.7a).On peut done 
obtenir les fonctions Q2(S(n)), ou Q2(S(n),Bl,B2)) definie dans lcEtude theorique 4A7a), et donnant une 
estimation de S(n). 

On voit cependant que la Loi Forte des Grands Nombres generalisee permet debbtenir plus 
simplement le Theoreme 4A.7, et permet debbtenir la proposition suivante Pl(S(n)) (Correspondant au 
premier cas de lcEtude theorique 4.A.7a)), qui est clairement plus interessante car plus precise que la 
proposition precedent e P2(S(n)) : 

PKS(n)) : « -^(4^-) = l 

LP* 

i=NA 



Si A et B sont 2 ensembles estimes dOEstimation a(n) et b(n), on cherche a obtenir une evaluation 
probabiliste de Az B , ce qui permettra soit debbtenir que la proposition « Az B est un ensemble estime 
dOEstimation i(n) (que lcbn va determinera) », soit la proposition « Az B est fini. » ont une pseudo-preuve 
aleatoire. 

Pour obtenir un tel modele statistique de Az B, on doit tout d&bord appliquer la pseudo-Axiome du 
modele des ensembles estimes a A et a B, pour obtenir une evaluation probabiliste de A et de B. Puis, 
obtenant que A et B on une evaluation probabiliste p iA (avec i superieur a N A ) et p iB (avec i superieur a N B ), 
on applique le pseudo-Axiome de idntersection des ensembles estimes suivant, permettant debbtenir une 
evaluation probabiliste de Az B : 



PSEUDO-AXIOME 4.A.8 (de lQntersection des ensembles estimes-l 1 ™ forme) : 

Si A et B sont 2 ensembles dOevaluation probabiliste p; A et p; B , avec respectivement i superieur (au 
sens large) a N A et i superieur a N B , alors lorsque le pseudo-Axiome de lQntersection des ensembles estimes 
l iere forme est valide pour (A,B,I) ,(avec I=Az B), I est un ensemble dOEstimation probabiliste p it =p iA p iB , pour 
i superieur a N!=sup(N A ,N B ). 

Nous allons donner 2 justifications intuitives a ce pseudo-Axiome : 

On doit done justifier quQrvec les hypotheses precedentes pour A et B, « fi(i)=l » est modelisee par un 

evenement de probabilite p ir =p iA p iB , pour i superieur a N : =sup(N A ,N B ). 

f ere justification intuitive : 

Cette premiere justification est basee sur le modele equiprobable, introduit par le pseudo-Axiome du modele 

equiprobable 2.A.3. On rappelle que le premier article (5) etait base sur ce modele equiprobable. 

Supposons quODn ait un ensemble E={ l,e .,n}. 

Soient A et B deux sous-ensembles de E, pour lesquels on connaisse le nombre dOElements a et b. 

D&pres le pseudo-Axiome du modele equiprobable applique a (i,A,E), i etant un element de E, si on ignore 

si « i est element de A » est vrai ou faux, alors la proposition « i est element de A » est modelisee par un 

evenement de probabilite p iA =a/n. 

De meme, appliquant le pseudo-Axiome precedent a (i,B,E), on obtient que la proposition « i est element de 

B » est modelisee par un evenement de probabilite p iB =b/n. 

f A et f B etant les fonctions caracteristiques de A et B, on a done pour tout i dans E: 

« f A (i)=l » est modelisee par un evenement de probabilite p iA =a/n, et 

« fB(i) =1 » est modelisee par un evenement de probabilite p iB =b/n. 

Les 2 modelisations precedentes sont done analogues aux hypotheses du pseudo-Axiome, remplafant E par 

lOEnsemble des naturels superieurs a N^sup (N A ,N B ), et prenant p iA =a/n et p iB =b/n. 
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Considerons maintenant ldensemble : 

Q.ab ={(AqB6), AOet BOsous-ensembles de E ayant respectivement a et b elements}. 

i etant un element de E, on definit ldensemble : 

Iab(i)={(AqB§ appartenant a Qab, avec i appartient a AOet BQ} 

Si on applique alors le pseudo-Axiome du modele equiprobable a ((A,B),I AB (i),q AB ), on obtient que « (A,B) 

est element de I AB (i) » est modelisee par lQevenement « (AQB0 est element de I AB (i) » de lOespace 

equiprobable q^. 

Remarquant que la proposition « (A,B) est element de I AB (i) » est equivalente a la proposition « i est element 

de I (avec I=Az B) », et quOon obtient que Card(I AB (i))/Card(q AB )=ab/n =Pi A piB, on obtient : 

« f : (i) =1 » est modelisee par un evenement de probabilite Pii=p; A piB, pour i appartenant a E. 

Ceci constitue done une premiere justification intuitive du pseudo-Axiome. 

2 1 me justification intuitive : 

On suppose que A et B sont 2 ensembles quelconques parmi tous les ensembles devaluation probabiliste p iA 

et p iB avec respectivement i superieur a N A et i superieur a N B . 

On a done, pour i superieur a sup(N A ,N B ), « f A (i)=l » est modelisee par un evenement Ev A (i) de probabilite 

p; A et « fB(i)=l » est modelisee par un evenement Ev B (i) de probabilite p iB . 

Puisque A et B sont quelconques devaluation probabiliste p iA et p iB , il est evident que, i etant superieur a 

N : =sup(N A ,N B ) , la proposition « f A (i)=l » (qui est equivalente a « i est element de A ») est totalement 

independante de la proposition « f B (i)=l » (qui est equivalente a « i est element de B »). 

Or on peut admettre intuitivement que si on a les modelisations : 

« La proposition PI est modelisee par lQevenement Evl » et « La proposition P2 est modelisee par 

lOevenement Ev2 », alors si PI et P2 sont completement independantes, on peut considerer que Evl et Ev2 

appartiennent au meme espace probabilisable et sont independants. 

On obtient done quOon peut considerer que Ev A (i) et Ev B (i) appartiennent au meme espace 
probabilisable et sont independants. 

Done « fi(i)=l » (qui est equivalent a la proposition « f A (i)=l » et « f B (i)=l ») est modelisee par un 
evenement Evi(i) de probabilite p; A p; B , pour i superieur a Ni=sup(N A ,N B ). 

Souvent, on ne peut pas considerer que A et B sont 2 ensembles quelconques dOestimation a(n) et b(n), car on 
sait quQls appartiennent tous les 2 a un ensemble estime C dOestimation c(n), avec a(n),b(n),c(n) connues. 
On peut alors obtenir un modele statistique bien meilleur quGen appliquant le pseudo-Axiome precedent de 
lQntersection des ensembles estimes l iere forme. 
On emploie en effet alors le pseudo-Axiome de lQntersection des ensembles estimes 2 ieme forme suivant : 

PSEUDO-AXIOME 4.A.9 (de lQntersection des ensembles estimes X ime forme) : 

Si A,B,C sont des ensembles ayant respectivement des evaluations probabilistes Pi A ,pi B ,p;c, pour i 
respectivement superieur a N A ,N B ,N C , alors, lorsque le pseudo-Axiome 4.A.9 de lQntersection des ensembles 
estimes 2 ieme forme est valide pour (A,B,C,I) (avec I=Az B), I est un ensemble devaluation probabiliste 
pii=piApffi/pic-, pour i superieur a Ni=sup(N A ,N B ,N c ). 

Nous allons donner 2 justifications intuitives a la 2 ieme forme de ce pseudo-Axiome qui sont analogues et 
generalised celles de la l iere forme. 

On doit done justifier qu&vec les hypotheses precedentes pour A,B et C « fi(i)=l » est modelisee par un 
evenement de probabilite Pii=Pi A pi B /p;c pour i superieur a sup(N A ,N B ,N c ). 

l iere justification intuitive : 

Cette premiere justification est aussi basee sur le modele equiprobable, introduit par le pseudo-Axiome du 

modele equiprobable 2.A.3. 

Supposons qudon ait toujours un ensemble E={ l,e .,n}. 

Soient A,B,C trois sous-ensembles de E, pour lesquels on connaisse le nombre ddelements a,b et c, et tels que 

A et B soient inclus dans C. 

D&pres le pseudo-Axiome du modele equiprobable applique a (i,A,E), i etant un element de E, si on ignore 

si « i est element de A » est vrai ou faux, alors la proposition « i est element de A » est modelisee par un 

evenement de probabilite p iA =a/n. 

De meme, appliquant le pseudo-Axiome precedent a (i,B,E), on obtient que la proposition « i est element de 

B » est modelisee par un evenement de probabilite p iB =b/n. 
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De meme, « i est element de C » est modelisee par un evenement de probabilite p iC =c/n. 

fA ,fB et f c etant les fonctions caracteristiques de A, B et C, on a done pour tout i dans E: 

-« fA(i)=l » est modelisee par un evenement de probabilite p iA =a/n. 

-« f B (i) =1 » est modelisee par un evenement de probabilite p iB =b/n. 

-« fc(i)=l » est modelisee par un evenement de probabilite p;c=c/n. 

Les modelisations precedentes, ainsi que la proposition « A et B sont inclus dans C » sont done analogues 

aux hypotheses du pseudo-Axiome, en remplacant E par lOEnsemble des naturels superieurs a sup(N A ,N B ,N c ) 



Considerons maintenant lOEnsemble : 

Qabc ={(AqBqC§, AQBOet COsous-ensembles de E ayant respectivement a, b et c elements, avec AOet BO 

sont inclus dans CCj. 

i etant un element de E, on definit lOEnsemble : 

Iabc(i)-{(AQBqCc) appartenant a Qabc> avec i appartient a AOet B0(et done a Cc)} 

Si on applique alors le pseudo-Axiome du modele equiprobable a ((A,B,C),Iabc(i)>Q.abc)> on obtient que 

« (A,B,C) est element de Iabc(I) » est modelisee par lOEvenement « (AqBqCc) est element de Iabc(0 » de 

lGEspace equiprobable Q A bc- 

Remarquant que la proposition « (A,B,C) est element de IabcC 1 ) » est equivalente a la proposition « i est 

element de I (avec I=Az B) », et quGDn obtient que Card(I AB c(i))/Card(q AB c)=ab/nc=pi A pi B ,/pic on obtient 

que pour i dans E : 

« f : (i) =1 » est modelisee par un evenement de probabilite Pii=p; A piB/pic- 

Ceci constitue une l iere justification intuitive de la 2 ieme forme du pseudo-Axiome considere. 

2 1 me justification intuitive : 

On considere que (A,B,C) est un triplet quelconque parmi tous les triplets (AqBqCc) tels que AQ BQCOont 

des evaluations probabilistes p; A ,piB,Pic, pour i respectivement superieur a N A ,N B ,Nc, et tels que Adet BO 

soient inclus dans CO 

On a done, pour i superieur a Ni=sup(N A ,N B ,NC), « f A (i)=l » est modelisee par un evenement Ev A (i) de 

probabilite p iA ,« f B (i)=l » est modelisee par un evenement Ev B (i) de probabilite p iB , et « fc(i)=l » est 

modelisee par un evenement Ev c (i) de probabilite p iC . 

On ne peut plus considerer que la proposition « i est element de A » est independante de la proposition « i est 

element de B », puisque A et B sont tous 2 inclus dans C. Cependant, il est clair que la proposition « i est 

element de A » entraine « i est element de C », et de meme pour la proposition « i est element de B ». 

Or il est logique intuitivement, si on a 2 modelisations « La proposition PI est modelisee par lGEvenement 

Evl » et « La proposition P2 est modelisee par lGEvenement Ev2 », et que la proposition PI entraine la 

proposition P2, de considerer que Evl entraine Ev2, e'est-a-dire que Evl et Ev2 appartiennent au meme 

espace probabilisable et que Evl est inclus dans Ev2. 

On peut done considerer d&pres ce qui precede, pour i superieur a Ni, Ev A (i),Ev B (i) et Ev c (i) appartiennent 

au meme espace probabilisable et Ev A (i) et Ev B (i) sont inclus dans Ev c (i). 

De plus, generalisant le propriete de correspondance (utilisee pour definir le concept « est modelisee par »), 

on peut considerer que la proposition « « i est element de A » sachant « i est element de C » » est modelisee 

par lGEvenement « Ev A (i) sachant Ev c (i) » ( note conventionnellement Ev A (i)/Ev c (i)). 

De meme, la proposition « « i est element de B » sachant « i est element de C » » est modelisee par 

lOEvenement Ev B (i)/Ev c (i). 

Or, C etant un ensemble devaluation probabiliste p iC (i superieur a N c )quelconque, on peut considerer que 

A et B sont 2 sous-ensembles quelconques de C, devaluation probabiliste p iA et p iB (pour i superieur a N A et 

N B ). 

On peut done considerer que sachant « i est element de C », alors la proposition « i est element de A » est 
independante de la proposition « i est element de B ». 
Ceci sOEcrit aussi: 

La proposition « « i est element de A » sachant « i est element de C » » est independante de la proposition 
« « i est element de B » sachant « i est element de C » » 

En appliquant la meme remarque que pour la 2 ieme justification intuitive de la premiere forme du pseudo- 
Axiome, on obtient que lOEvenement Ev A (i)/Ev c (i) est independant de lOEvenement Ev B (i)/Ev c (i). 
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Puisque Ev A (i) et Ev B (i) appartiennent au meme espace probabilisable, on obtient done : 

« « f A (i)=l » et « f B (i)=l » » (qui est equivalente a « fi(i)=l ») est modelisee par lOevenement « Ev A (i) et 

Ev B (i) ». 

Or dans ldespace probabilisable de Ev A (i),Ev B (i), Ev c (i) on obtient : 

p(Ev A (i)etEv B (i)) = p((Ev A (i)etEv B (i))/ Ev c (i))p(Ev c (i)) 

p(Ev A (i)etEv B (0) = p((Ev A (i) / Ev c (i))et(Ev B (i) I Ev c {i)))p{Ev c (/)) 

p(Ev A (i)etEv B (i))= A x " xp(Ev c (i))=- 



p(Ev c (i)) p(Ev c (i)) p iC 

ou on a utilise que Ev A (i) et Ev B (i) sont inclus dans Ev c (i), et que Ev A (i)/Ev c (i) et Ev B (i)/Ev c (i) sont 

independants. 

On a done donne une 2 ieme justification intuitive du pseudo-Axiome de lQntersection des ensembles estimes 

2 lhme forme. 

Nous allons maintenant presenter certains Theoremes et notions importantes permettant debbtenir des 
estimations de certains sous-ensembles de N. 

DEFINITION 4.10 : (ensembles image- fonction ordonnee) 

Si A est un sous-ensemble infini de N* et est lQmage dQine fonction numerique f A (i), strictement croissante 
sur N*, alors on dira que A est iGensemble image de f A sur N*., et que f A est une. fonction ordonnee sur N*. 
(On pourrait generaliser cette definition en remplacant N* par un sous-ensemble infini quelconque de N*). 

On remarque que si A est un sous-ensemble quelconque infini de N*, on peut definir : 

f A (l) comme le premier element de A, 

f A (2) comme le 2 ieme element de A 

et pour tout n f A (n) est le n ieme element de A. 

Done il existe toujours une fonction ordonnee f A dont A est loensemble image (sur N*). 

Reciproquement, si A est loensemble image de f A sur N*, on a necessairement : 

f A (l) est le premier element de A, et par une recurrence immediate f A (n) est le n ieme element de A. 

On a done le Theoreme : 

THEOREME4.A.11 : 

Pour tout sous-ensemble estime A de N*, il existe une et unique fonction f A dont A est loensemble image sur 

N*. 

DEFINITION 4. A. 12: 

Si A est loensemble image dQine fonction f A sur N*, alors, pour toute fonction f Aby de R + dans R + , continue, 

strictement croissante, telle que f Abi j(0)=0 et pour tout i dans N*, f A bij(i)=f A (i), on dira que f Abu est une 

bijection (numerique) ordonnee sur R + , et que A est loensemble image de la bijection ordonnee f A bij. (Car il 

est evident que f Ab y est necessairement une bijection). 

Puisque f Ab y coincide partout avec f A sur N*, on emploiera la meme notation f A pour designer lQine ou l&utre 

fonction, sauf en cas d&mbiguite. 

REMARQUE 4. A. 13 : 

II est evident que pour toute fonction f A definie sur N*, il existe une infinite de bijections f Abi j pouvant 
convenir. On verra en fait que seul le comportement a lQnfini de f Abi j sera important pour determiner 
ldestimation a(n) de loensemble A, et done il suffira de connaitre f Abi j (x) (note aussi f A (x)) pour x superieur a 
un naturel quelconque N A . 

On a alors le Theoreme important : 

THEOREME 4. A. 14: 

Si A est loensemble image d&ne bijection ordonnee f A sur R + alors A est un ensemble estime ddestimation f A ~ 

'(n). 

(Puisque f A est strictement croissante et tend vers lQnfini, il en est de meme pour f A " ) 

Demonstration : 
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On rappelle que A(n) est ldensemble des elements de A inferieurs a n.(On emploiera toujours les termes 

« inferieurs » ou « superieur s » au sens large.) 

D&pres lchypothese, tout element de A sQecrit fA(i), ou i appartient a N*. 

On a done A(n)={f A (i)/ f A (i)Ch et i appartient a N*}. 

Or, f A (i)Ch est equivalent a iQf A '(n), puisque f A est une bijection strictement croissante . 

Done Card(A(n))=E(f A " (n)), done Card(A(n))af A '(n) pour n tend vers lQnfini ce qui signifie que A est un 

ensemble estime ddestimation f A ~'(n). 

Si A est ldensemble image dQine bijection ordonnee f A definie sur R + , dans de nombreux cas f A est tres 
difficile a obtenir. Par contre, en general, on connait une fonction g A , a valeur dans R + , strictement 
croissante definie pour x assez grand, continue, et telle que f A soit equivalente a g A a lQnfini et quOon 
connaisse g A ', pour x assez grand. 
On peut alors en general utiliser le Theoreme suivant : 



THEOREME4.A.15 : 

Si f est une fonction strictement positive et continue, definie pour x superieur a un reel strictement positif Kf, 

strictement croissante, telle quQl existe une fonction g strictement positive et continue, definie pour x assez 

grand (x superieur a Kf), strictement croissante et que ldon ait: 

(i)f est equivalente a g a lQnfini. 

(ii)On connait g , et pour toute fonction C(x) tendant vers a lQnfini : 

g" (x(l+L(x)) est equivalente a g'(x) a lQnfini. 

Alors f '(x) est equivalente a g" (x) a lQnfini. 

Demonstration : 

Puisque g est equivalente a f, pour x superieur a Kf, on a une fonction C(x) tendant vers pour x tend vers 

lQnfini avec : g(x)=f(x)(l+L(x)). 

De plus pour x superieur a Kf: 

x=g- 1 (g(x))=g- 1 (f(x)(l+C(x)) 

Pour x superieur a Kf, on pose f(x)=X. Done x=f '(X). 

On obtient, pour f '(X) superieur a Kf, soit X superieur a f(Kf) : 

f 1 (X)= g - 1 (X(i+C(f 1 (X))). 

Done : 
g-'(X(l + g(/- 1 (X)))) =1 

Pour montrer que f ' est equivalente a g" 1 a lQnfini, il suffit de montrer que : 
g" '(Xa+fyf '(X))) est equivalente a g~'(X). 

Ceci est vrai car f '(X) tend vers lQnfini pour X tend vers lQnfini et d&pres (ii). 
On a done montre le Theoreme. 

La condition (ii) sera en general verifiee, dans le cas ou f est une fonction ordonnee sur N*, car comme on le 
verra, les estimations sQexpriment comme fonctions simples des fonctions Log(x), x et de leurs puissances 
reelles. II en sera de meme en general de la fonction g ', et comme on a toujours, pour tout reel Get pour 
toute fonction L(x) tendant vers a lQnfini, Log(x(l+L(x))) est equivalente a lQnfini a (Log(x)) , et 
(x(l+Qx))) u est equivalente a x u , on aura en general g~'(x(l+lj(x))) est equivalente a g'(x) a lQnfini. 

REMARQUE 4. A. 16: 

Le Theoreme precedent peut aussi etre utilise dans certains cas ou on ne connait pas de fonction g 
equivalente a f A , connaissant g ', mais quQ>n peut encadrer f A par de telles fonctions f A i et f A 2, equivalentes a 
gi et g 2 , et dont on connait gf et g 2 " . 

En effet, supposant quODn ait une fonction f A (x), et 2 fonctions f A1 et f A2 definies pour x assez grand 
et strictement positives, telles que f A[ et f A2 soient strictement croissantes ,tendent vers lQnfini et : 
f A2 (x)<f A (x)<f A1 (x). 

Remarquant que si f et g sont 2 fonctions strictement croissantes definies pour x superieur (au sens large) a 
K, strictement positives, tendant vers lQnfini, telles que pour tout x superieur ou egal a K : f(x)<g(x). 
On obtient que f et g ont des fonctions reciproques f et g' 1 avec : 
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Pour f(x)superieur a K : 
f '(f(x))<f \g(x)), soit x<f \g(x)) 

Et pour g '(x)superieur a K (c'est-a-dire x superieur a g(K)) : 
g 1 (x)<f 1 (x). 

II en resulte que pour x assez grand : 

f A1 1 (x)<f A 1 (x)<f A2 1 (x). 

Si on a f A i(x) est equivalente a une fonction gi(x) et f A2 (x) est equivalente a une fonction g 2 (x) telles quQDn 

puisse dans les 2 cas appliquer le Theoreme precedent et que de plus, a lQnfini 

g 2 '(x) soit equivalente a gi _1 (x), on obtient alors f A ~'(x) est equivalente a lQnfini a gf (x) . 

Par exemple considerons la fonction ordonnee sur N* : 
f A (n)=E(exp(n)+Log(n)+n 1/2 ). 

II est evident qucbn peut definir une bijection ordonnee sur R + f A bij(x) coincidant avec f A sur N*. On suppose 

que f Abi j est lQine de ces bijections ordonnees. 

II est difficile de trouver une fonction g(x) equivalente a f A bij(x), car f A (n) ndest pas equivalente a f A (n+l). 

Par contre on peut definir : 

f A2 (x)=exp(x-2)+Log(x-2)+(x-2) . 

f A1 (x)=exp(x+2)+Log(x+2)+(x+2) 1/2 

On obtient alors, pour x assez grand : 

f A2 (x)<f Abij (x)<f A i(x). 

On obtient ldexpression precedente remarquant que pour n superieur a 5, si on considere lQntervalle I(n)=[n- 
l,n], d&pres la definition de f Ab y, on a pour tout x dans I(n), f A (n-l) est inferieur (au sens large) a f A bij(x) qui 
est inferieur a f A (n). 

Or il est evident, d&pres ldexpression de f A (n), que pour tout x dans I(n), on a f A 2(x)<f A (n-l) et f A i(x)>f A (n). 
On obtient done lOexpression precedente , pour x superieur a 5. 

Appliquant le Theoreme precedent A. 15 , on obtient que f A1 " est equivalente a la fonction g A1 " (x), 
fA2 '( x ) est equivalente a g A2 "'(x), avec gAi '( x ) et gA2 '( x ) equivalent es a Log(x). 
On en deduit done f Ab y " (x) est equivalente a Log(x). 

REMARQUE 4.A. 17 : 

II est clair que si A est un ensemble estime dOestimation a(n), on peut trouver une infinite dGautres 
estimations de A, qui sont toutes les fonctions equivalentes a a(n) et qui peuvent etre tres compliquees. 
LQnteret de la TAN et quOon ne considere que les expressions les plus simples de a(n), parce que ce sont 
elles les plus regulieres et quOelles sont celles susceptibles de donner les meilleurs modeles statistiques. 
Ainsi , on dira quQme fonction dOestimation a(n) est reguliere si on a : 
a) a(x) est infiniment derivable pour x assez grand. 

b)Toutes les derivees de a(x) sont monotones pour x assez grand, et aO;x) inferieur a 1 pour x assez grand. De 
plus p iA =a(i) T a(i-l) est equivalente a aO;i) a lQnfini. 
c)a(x) est une fonction simple des fonctions x, Log(x) et de leurs puissances reelles. 

En general, les estimations les plus simples sont regulieres pour les raisons suivantes : 
On remarque que le fait quOen general, la derivee aQfx) dQine estimation est inferieure a 1 est du au fait quOon 
a(n)-a(n-l)=aa;x), avec x dans [n-l,n], quOon a en general a(n)-a(n-l) est inferieur a 1 et que la fonction aQjx) 
est monotone pour x assez grand. 

Une consequence de ceci est quOen general a(x) nOest pas fonction de exp(x), dont la derivee tend vers lQnfini 
a lQnfini. De meme, a(x) ne doit pas sGexprimer avec des parties entieres, car alors a) ne serait plus verifie. 
CGEst pourquoi on peut et on doit etre dans le cas c). 

Le fait que a(x) est une fonction simple des fonctions x et Log(x), et que a(i)-a(i-l)=aQfx) ou x appartient a 
[i-l,i], entraine que a(i)-a(i-l) est equivalente a aO;i).(C6Est-a-dire le b)) 

Si a(n) est une fonction reguliere, d&pres c) aQfx) est aussi fonction simple des fonctions x et Log(x), 
de meme que la derivee de a(x) a tout ordre. 

Considerons un ensemble estime A dGestimation a(n) et b(n), avec a(x) est done equivalente a b(x) et 
de plus a(x) et b(x) sont des fonctions dOestimation regulieres. 
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Montrons que si on a p iA =a(i)-a(i-l) et p iB =b(i)-b(i-l), on a en general p iA est equivalente a p; B a 
lQnfini. 

En effet d&pres b), p iA est equivalente a adT) et p iB est equivalente a bdTj. aO[x) et bO[x) etant 
monotone pour x assez grand, il suffit done de montrer que adX) est equivalente a bojx) a lQnfini. 

Or d&pres c), la fonction r(x)=ad(x)/bd[x) est aussi une fonction simple des fonctions Log(x) et x, de 
meme que sa derivee rO[x). II en resulte que rO(x) est equivalente a lQnfini a une fonction strictement positive 
ou strictement negative, et done r(x) est monotone pour x assez grand et done r(x) a une limite 1, 
eventuellement infinie. 

Montrons que cette limite 1 est necessairement egale a 1 : 

En effet, supposons 1>1. 

Done il existe l>0, tel quQl existe K>0 tel que pour tout t superieur a K, r(t)>l+Cj e'est-a- 
dire :aO(t)>bO(t)(l+0. 

En integrant entre K et x, x etant superieur a K, on obtient : 

a(x)-a(K)>(l+Q(b(x)-b(K)). 

Et done pour x superieur a K: 
a(x)/b(x)>l+fra(K)/b(x)-(l+Qb(K)/b(x). 

II est evident que le 2 ieme terme de cette inegalite tend vers 1+I>0, et est incompatible avec 
lChypothese que a(x)/b(x) tend vers 1 pour x tend vers lQnfini. 

II est done impossible qu-on ait 1>1, et de meme on montre quQl est impossible quQ>n ait 1<1. Done 
1=1, et on a bien p iA est equivalente a p iB . 

Le resultat precedent est important car A, B, C etant 3 ensembles estimes, appliquant le pseudo- 
Axiome du modele des ensembles estimes a A,B,C puis le pseudo-Axiome de lQntersection des ensembles 
estimes, on obtient des resultats equivalents quels que soient les fonctions dOestimation utilisees de A,B,C, 
du moment qudelles soient regulieres. 

Pour obtenir la remarque precedente, on utilise le resultat important que si a(n), b(n), c(n) sont des 
estimations regulieres, avec p; A =a(i)-a(i-l), p iB =b(i)-b(i-l), p;c=c(i)-c(i-l), alors la convergence a lQnfini de 
la serie Epi A pi B /p;c est equivalente a la convergence a lQnfini de lQntegrale \idix)bdix)/cdix)dx, et de plus si 
elles divergent, on a pour tout naturel N : 

n g\x)b\x) dx ^^ p iA p iB 

C \ X ) i=N PiC 

On utilisera aussi le fait que si f et g sont 2 fonctions strictement positives et monotones, definie pour x 
superieur a K, avec f equivalente a g en lQnfini, alors la convergence a lQnfini de lQntegrale iS est 
equivalente a celle de lQntegrale Ig", et si elles divergent : 



r 

J? 



\'f{t)dt* \ X git)dt 

JK JK 



En utilisant exactement la meme methode que dans la partie 3.DECIMALES do IRRATIONELS , pour 
obtenir que la proposition « II existe une infinite de chiffres egaux a 5 dans les decimales de a3 », 
considerant en particulier les memes ensembles F ; , on obtient le Theoreme suivant : 

THEOREME4.A.18 : 

Si on a un ensemble A devaluation probabiliste p iA , pour i superieur a N A , alors : 

a)Si la serie £p iA diverge, la proposition « A a une infinite dOelements » a une pseudo-preuve aleatoire. 

b)Si la serie Ep iA converge, la proposition « A a un nombre fini dOelements » a une pseudo-preuve aleatoire. 

On rappelle que dans le cas a), le Theoreme 4.A.7 permet debbtenir que A est un ensemble estime dont on 
obtient une estimation a(n) par une pseudo-preuve aleatoire. 



B.EXEMPLES 

EXEMPLE4.B.1 : 

Soit a etudier ldensemble I des nombres premiers pouvant sdxrire k=10 p +3. 
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On va montrer que les 2 propositions PI :« I est infini » et P2 :« Si I est un ensemble estime ddestimation 

f 2 
i(n) = F(n) = dx. » ont des pseudo-preuves aleatoires. 

i xLog(x)Log(lO) 

II faudrait effectuer des tests en calculant pour de nombreuses valeurs r(n)=I(n)/i(n) (I(n) etant le nombre 
dOelements de I inferieurs a n), et verifier que r(n) semble tendre vers 1, pour obtenir que PI et P2 ont des 
explications aleatoires interessantes c'est-a-dire illustrees par de nombreux tests, a condition que ni PI, ni P2, 
ni leur negation nCaient ete demontrees classiquement. 

Demonstration : 

(On ne demontre pas les propositions PI et P2, mais on demontre quOelles ont des pseudo-preuves 
aleatoires.) 

Soit A ldensemble des naturels k sOecrivant :k=10 p +3 , avec p dans N*. 
A est done ldensemble image de la fonction ordonnee sur N* f A (p)=10 p +3. 

On peut alors definir la fonction f A bij, continue et strictement croissante sur R + , avec pour x superieur a 1, 
fAt>ij(x)=10 x +3. f A bij est done une bijection ordonnee coincidant avec f A sur N* telle qudon lCa definie en 
4.A.12, et done quOon designera aussi par f A . 

On obtient pour k superieur a 10+3=13, si f A (x)=k, f A '(k)= x = log(k-3), done dCapres le Theoreme 4. A. 14, 
A est un ensemble estime dOestimation a(k)=log(k). 

Si B est lOensemble des nombres premiers, on sait que B est un ensemble estime dOestimation b(k)=k/Log(k). 
De plus, A et B sont inclus dans C lOensemble des nombres impairs qui est un ensemble estime dOestimation 
c(k)=k/2. 

Si on applique le pseudo-Axiome du modele des ensembles estimes a A,B,C, on obtient que A,B,C ont des 
evaluations probabilistes p A (i)=a(i)-a(i-l), p B (i)=b(i)-b(i-l), p c (i)=c(i)-c( i-1), pour i superieur 
(respectivement) a N A ,N B ,N C . 

II en resulte, si on applique le pseudo-Axiome de lQntersection des ensembles estimes 2 1 me forme 4.A.9, I 
etant lQntersection de A et B, I a une evaluation probabiliste pi(i)=p A (i)p B (i)/pc(i), pour i superieur a 
Ni=sup(N A ,N B ,N c ). 

On obtient: 

a'(x)b'(x) _ 2 Log{x)-\ 

c'(x) ~ xLog (10) X {Log {x)f 
Comme lQntegrale ll/(xLog(10)Log(x) dx est equivalente a une integrale de Bertrand qui diverge, il en 
resulte dGapres la Remarque 4.A.17 que la serie Ep; A piB/pic diverge et que de plus : 

PiaPib . f" 2 



y PiAPis x r t dx 

hti P iC 3m xLog(x)Log(lO) 



On peut alors utiliser le Theoreme 4.A.18 pour obtenir que PI : «I est infini » a une pseudo-preuve 

aleatoire. 

Si on applique le Theoreme 4.A.7, on obtient que la proposition : 



I est un ensemble estime dOestimation i(n) = /_^ p a 



« i est un ensemoie estime auestimation i(n) = ? p u » 

i=m 
a une pseudo-preuve aleatoire. 

On obtient alors immediatement que cette proposition est equivalente a P2, et done P2 a bien une pseudo- 
preuve aleatoire. 

EXEMPLE 4.B.2 : 

Etudions maintenant lOensemble des nombres premiers pouvant sdecrire k=2x r +1, ou r est un naturel 

superieur a 2. 

On obtient exactement les memes resultats que precedemment, avec ici : 

F(n) = \ — — dx 

j rx l - Ur Log(x) 
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On precede exactement comme dans ldexemple precedent, avec a(k)=k 1/r /2 1/r , b(k) et c(k) demeurant 
inchanges. Comme dans ldexemple precedent, il faudrait calculer et tracer I(n)/F(n) pour verifier que P2 est 
illustree par de nombreux tests et done a une explication aleatoire interessante, si on ne lGa jamais demontree 
classiquement ni sa negation. 

EXEMPLE 4.B.3 : 

Etudions lGensemble des nombres premiers pouvant sGecrire k=6.10 p +l. 

On obtient les memes resultats que pour les 2 premiers exemples, avec ici : 

en 24 

F(n)=\ dx 

}l0 xLog(x) Log (10) N c 

ou N c est le nombre de naturels modulo 24 dont le carre est egal a 1 modulo 24. 

Pour obtenir les resultats de cet Exemple, on obtient comme dans le premier exemple que A est un ensemble 

estime dOestimation a(k)=log(k). 

LGensemble B et lOestimation b(k) restent inchanges ; 

Cependant, on remarque que les elements de A et de B peuvent sOecrire a(24n+l) ou n est un naturel. 

On doit done prendre pour C lGensemble des naturels k=ci24n+l. 

Pour obtenir c(k), on consider e la table des carres modulo 24, si Nc est le nombre de naturels dont le carre est 

egal a 1 (modulo 24), il est evident que c(k)=k(Nc/24). 

On precede alors comme precedemment pour obtenir la propositions « I est infini » et la proposition donnant 

lOestimation i(n) de I. 

EXEMPLE 4.B.4 : 

Etudions lGensemble des nombres premiers pouvant sOecrire : k=24x r +l, r etant un naturel superieur a 2. 

On obtient les memes resultats que pour les exemples precedents, avec : 

i(n) = F(n) = — — dx 

! Q rx l - Ur Log(x)N c 

Pour obtenir ces resultats, on precede comme dans IcExemple precedent, en conservant b(k) et c(k), et en 
prenant a(k)=(k/24)" 



l/r 



REMARQUE 4.B.5: 

II est clair que les pseudo-Axiomes de la TAN que nous avons donne permettent aussi dGetudier 
lQntersection dQm nombre dGensembles estimes arbitraire, en donnant des estimations de ces ensembles 
estimes. 

Dans les exemples precedents, on a propose seulement des intersections infinies, car ce sont les 
seules qui peuvent etre illustrees par des tests et done ont les explications aleatoires les plus interessantes. II 
est cependant clair quGon aurait pu proposer de nombreux exemples ou le fait que lQntersection de 2 
ensembles estimes est finie a une explication aleatoire. 

II nGest pas stir en outre que les propositions des exemples precedents aient des explications 
aleatoires car il est possible quGon puisse les demontrer classiquement ou leurs negations. On rappelle que 
par Definition seules les propositions qui nGont pas de demonstration classique ni leur negation ont une 
explication aleatoire. Car sinon, leur pseudo-preuve aleatoire est inutile. 

On peut done sGattendre que comme dans les exemples precedents, de tres nombreuses propositions 
en Theorie des Nombres aient une explication aleatoire, et done tout en ayant une explication rationnelle 
basee sur le hasard n&ient pas de demonstration classique ni leur negation. 

A et B etant 2 ensembles estimes, on peut obtenir dans certains cas un autre modele de la fonction 
caracteristique fi(i), avec I=Az B. 

Ainsi, supposons que A soit lQmage d&ne fonction ordonnee g A sur N*, et que B soit un ensemble 
estime dOestimation b(n). 

Si on applique a B le pseudo-Axiome du modele des ensembles estimes, on obtient quQl existe un 
naturel N B tel que pour i superieur a N B , fB(i)=l soit modelisee par un evenement de probabilite p iB =b(i)-b(i- 
1) (f B etant la fonction caracteristique de B). 

On obtient alors immediatement la modelisation : 
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« Pour j tel que gA<j) soit superieur a N B , fi(gA(j)-l ( qui est equivalent a i^(g A (j))-l) est modelisee par un 

evenement deprobabilitepgA(j)i=P g A(j)B=b(gA(j))-b(gA(j)- 1 )- » 

(II est evident que si i ne sOecrit pas g A (j) pour un naturel j, alors fi(i)=f A (i)=0 , f A fonction caracteristique de 

A). 

Cette 2 ieme modelisation est plus precise que celle obtenue en appliquant le pseudo-Axiome du 
modele des ensembles estimes a A et B, puisque dans cette 2 ieme modelisation, on ne modelise pas f A la 
fonction caracteristique de A, mais on lQitilise directement. Cependant, cette 2 ieme modelisation conduit a des 
estimations de I equivalentes a celles obtenues par la l iere modelisation , si b(x) est une fonction reguliere et 
que , gAbij etant une bijection ordonnee de classe C 2 sur R + associee a g A (qui existe toujours de facon 
evident e) g A _1 (x) (qui on le rappelle donne une estimation de A) est equivalent e a une fonction reguliere. 

EXEMPLE 4.B.6 : 

On peut dormer une explication aleatoire a la Conjecture de Goldbach, et a des propositions 
exprimant des proprietes de la Conjecture de Goldbach, en utilisant la modelisation des ensembles estimes 
presentee dans cet article, et non plus le modele equiprobable comme dans lCarticle ( . II est possible que 
cette 2 ieme modelisation conduise, en etant eventuellement affinee, a des propositions exprimant des 
proprietes de la Comete de Goldbach plus precises que celles obtenues en utilisant le modele equiprobable. 

ETUDE DE r(k) PAR LE MODELE SIMPLE MI 4.B.6A) : 

Soit A ldensemble des nombres premiers. On sait que A est un ensemble estime ddestimation 
a(n)=n/Log(n). 

Si on applique le pseudo-Axiome du modele des ensembles estimes a A, on obtient quQl existe un 
naturel Na tel que pour i superieur (toujours au sens large si on ne precise pas) a Na, « fA(i)=l » soit 
modelisee par un evenement « Xf A (i)=l » de probabilite p; A =a(i)-a(i-l). (f A fonction caracteristique de A) On 
sait quQDn peut appliquer ce pseudo-Axiome en choisissant N A assez grand, et on choisira N A =501. 

On obtient : 

i i-l l/i /.^ 

PtA = = (1 + ^(0) 

Log(i) Log(i-l) Log(i) 

Ou la fonction C(i), completement determinee, tend vers pour i tend vers lQnfini. (On rappelle 
qu&me estimation plus precise de a(n) est l|4 >n ] (l/Log(x))dx, qui donne la meme expression) 
On a done la loi numerique aleatoire : 

« Pour i superieur a N A =501, f A (i) est modelisee par la variable aleatoire Xf A (i), avec p(« Xf A (i)=l »)=PiA »• 
Cependant, comme tous les nombres premiers sont impairs, on peut considerer seulement les naturels i 
impairs. On obtient alors un meilleur modele statistique: 

Ainsi, considerons 2 ensembles estimes A et C, avec A inclus dans C, et pour i appartenant a C, on cherche a 
modeliser f A (i)=l, que idem ecrira fpjc(i)=l. On cherche done a modeliser fpjc(i)- 

On lOobtient par le pseudo-Axiome suivant, de lQnclusion des ensembles estimes, qui se justifie de la 
meme facon que le pseudo-Axiome de lQntersection des ensembles estimes 2 ieme forme: 

Pseudo-Axiome 4.B .6.Aa) de lQnclusion des ensembles estimes : 

Si A et C sont 2 ensembles dOestimation probabiliste p iA et p iC , pour i superieur a Na et Nc (On 
suppose N A =N C ), avec A inclus dans C, alors lorsque le pseudo-Axiome de lQnclusion des ensembles 
estimes est valide pour (A,C), pour tout i dans C, f A (i) (notee f A /c(i) est modelisee par un evenement de 
probabilite p iA /c=PiA/pic- 

l iere justification intuitive : 

Cette justification est basee sur le modele equiprobable : 

Supposons quOon ait un ensemble E={l,..,n}, et que A et C soient 2 sous-ensembles de E ayant a et c 

elements, avec A inclus dans C. 

Appliquant le pseudo-Axiome du modele equiprobable 2.A.3 a (i,A,E) puis a (i,C,E), on obtient pour i dans 

E: 

« fA(i)=l » est modelisee par un evenement de probabilite p iA =a/n. 

« f c (i)=l » est modelisee par un evenement de probabilite p iC =c/n. 
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Si maintenant, sachant i appartient a C, on applique le pseudo-Axiome du modele equiprobable a (i,A,C) (car 

A est inclus dans C par hypothese), on obtient : 

« fA/c(i)=l » est modelisee par un evenement de probabilite a/c, avec a/c=pi A /p iC . 

Ceci est done une premiere justification. 



2 ieme justification intuitive : 

Supposons que (A,C) soit un couple doensembles quelconques parmi tous les couples (AqC§ tels que AOet 

COsont 2 ensembles devaluation probabiliste p iA et p iC pour i superieur a N A , et AOest inclus dans CO 

On a done pour i superieur a N A : 

« f A (i)=l » est modelisee par un evenement Ev iA de probabilite p iA . 

« f c (i)=l » est modelisee par un evenement Ev iC de probabilite p iC . 

De plus comme dans la 2 ieme justification intuitive du pseudo-Axiome de 1 (intersection des ensembles estimes 

2 ieme forme, on peut en premier lieu considerer puisque A est inclus dans C que Ev iA et Ev iC appartiennent au 

meme espace probabilisable et de plus que Ev iA est inclus dans Ev iC , pour i superieur a N A . 

On peut aussi en second lieu generaliser la propriete de correspondance, en admettant que la proposition 

« « f A (i)=l » sachant « fc(i)=l » » est modelisee par lGevenement « Ev iA sachant Ev iC . (Ev iA /Ev iC ). 

Or la proposition « « f A (i)=l » sachant « fc(i)=l » » est equivalente a « fA/ C (i)=l » tel quOon a defini f^cCi)- 

II en resulte que « f A/c (i)=l » est modelisee par lGevenement Ev iA /Ev iC de probabilite Pi A /p;c- 

On a done donne une 2 ieme justification intuitive du pseudo-Axiome. 

I etant lGensemble des naturels impairs, puisque A est inclus dans I, appliquant le pseudo-Axiome precedent 
a (A,I), on obtient que pour i naturel impair superieur a 501, f^iCi) est modelisee par la variable aleatoire 
XfA/i(i) avec p(« Xf^i^l »)=p iA/ i=p iA /pii=2p iA . (avec p;i=l/2). 

Si on applique le pseudo-Axiome des variables independantes on obtient la meme loi numerique 
aleatoire, mais avec des variables Xfj^fi) definies sur le meme espace probabilisable et independantes. 

Si on definit pour tout n pair (n=2p) la proposition : 
P(n) : « n=2p est la somme de 2 nombres premiers (distincts) », 
On considere les naturels n=2p, avec p superieur a N A =501. 

II est evident alors que « t(P(n)=0 » est equivalente a : 

« f^l^Cn-l^O » et « f A/I (3)f A/I (n-3)=0 »ete .et « ^(p^f^n-pcM », 

ou pOest le plus grand naturel impair strictement inferieur a p. 

On ecrit cette proposition : 

« W^Wn-l^O » ete et « f A/I (499)f A/I (n-499>0 » et « f M (N A )fAfl(n-N A )=0 » et ...et « ^(pr^A/iO-pi^O » 

La proposition precedente fait intervenir des naturels n-j avec j inferieur a p6(2 ieme terme de chaque produit). 
II en resulte n-j est superieur a n-p6=2p I p6>p. (puisque par hypothese pOest strictement inferieur a p). Done 
comme p est superieur a N A =501, n-j est toujours superieur a N A , et done f^n-j) est modelisee par la 
variable aleatoire XfyyiCn-j). 

D&pres la propriete de correspondance (donnee dans les Rappels 2.A), la proposition precedente 
equivalente a t(P(n))=0 est done modelisee par l&venement « Xt(P(n))=0 » de probabilite : 
« f A (l)Xf A/I (n-l)=0 »ete et « f A (499)Xf A/I (n-499)=0 »et « Xf A/I (N A )Xf A/I (n-N A )=0 »ete et 

« XfA/^pOXfA/^n-pO^O ». 

Et done utilisant que les Xf^i) sont independantes, la probabilite de lOEvenement precedent est egal au 
produit des probabilites de chaque evenement. Si on definit P(N A ) lOEnsemble des nombres premiers 
strictement inferieurs a N A , on a pour tout i strictement inferieur a N A , si i est dans P(N A ), f A (i)=l, sinon 
f A (i)=0, et done la probabilite de lOevenement precedent est egale a : 

p("Xt(P(n)) = 0")= [] a-PjAu) YI^-PjahP^aii) 

jeP(NA) p'>j>NA 

(j represente toujours un naturel impair dans ldexpression precedente). 

On a done obtenu la loi numerique aleatoire : 

« Pour n=2p superieur a 2N A =1002, t(P(n)) est modelisee par la variable aleatoire Xt(P(n)) definie 

precedemment ». 

Si on applique le pseudo-Axiome des variables independantes a la loi precedente, on obtient la meme loi 

avec les Xt(P(n)) independantes. 

On peut alors en procedant exactement comme dans lGarticle (5) obtenir que la proposition : 
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« Pour tout n naturel pair superieur a 1002, n est la somme de 2 nombres premiers distincts », qui est 
equivalente a « Pour tout n pair superieur a 1002, t(P(n))=l », a une pseudo-preuve aleatoire. Et il est evident 
que cette proposition est equivalente a la Conjecture de Goldbach. 
(Puisqudon verifie que pour n pair inferieur a 1002, n est la somme de 2 nombres premiers). 

Avec toujours n=2p naturel pair tel que p superieur a N A =501, on definit r(n) comme etant le nombre 
de paires de nombres premiers distincts dont la somme donne n. 
On obtient : 
r(n)=f A (l)f A/I (n-l)+e+f A (499)f A/I (n-499)+f A/I (N A )f A/I (n-N A )+.. +f A/I (pOf A /i(n-pO. 

Or on a vu dans les Rappels 2.A, comme consequence de la propriete de correspondance, que si on 
avait une loi numerique aleatoire sur un ensemble F : 
« f(i) est modelisee par la variable aleatoire Xf(i) », 

alors si les Xf(i) sont definies sur le meme espace probabilisable, pour tous kl,e ,kn appartenant a F, et pour 
toute fonction G(x!,e .x n ) definie sur R n , la fonction G(f(kl),e ,f(kn)) etait modelisee par la variable 
aleatoire G(Xf(kl),e ,Xf(kn). 

II en resulte que la fonction r(n) est modelisee par la variable aleatoire Xr(n),avec : 

Xr(n)= X X f A/I (n-j)+ ^Xf AII (j)Xf AII (n-j) 

jeP(NA) p>j>NA,jeI 

On obtient done la loi numerique aleatoire : 

« Pour n pair superieur a 2N A =1002, r(n) est modelisee par la variable aleatoire Xr(n) definie 

precedemment ». 

On remarque quODn peut facilement obtenir la moyenne et la variance de Xr(n), les Xf^fj) etant 

independantes. On peut aussi appliquer le pseudo-Axiome des variables independantes pour obtenir la meme 

loi que precedemment, mais avec les Xr(n) independantes, et obtenir alors des propositions exprimant des 

proprietes de la Comete de Goldbach. 

On remarque tout d&bord quebn peut montrer que E(Xr(k)) est equivalente a E(X eq r(k)), X eq r(k) etant la 

variable aleatoire obtenue utilisant le modele equiprobable modelisant r(k) dans le premier article, e'est-a- 

dire que E(Xr(k)) est equivalente a k/(Log(k)) 2 . 

Utilisant lQnegalite de Chebychev exactement de la meme facon que dans la Remarque 4.A.7b), on peut 

obtenir des intervalles de confiance a 99% I(k)=[l-Qk),l+C(k)] de Xr(k)/E(Xr(k)), C(k) etant une fonction 

positive tendant vers 0. 

Procedant alors exactement comme dans ldestimation de r(k) dans l&rticle precedent (5) (Chapitre 3.3), on 

obtient que la proposition suivante P2 M i(r(k)) a une pseudo-preuve aleatoire : 

P2 M i(r(k)) : « II existe un naturel N tel que pour tout n superieur a N : 

l v „-._K0 



Z ^" Fn^ e/(/) " ) - - 98 (avec [ P ak et E(Xr(i))^i/(Log(i)) 2 ) 



(n-2NA)/2+l ,.^ A v E(Xr(i)) 

On est done exactement dans le meme cas que le modele equiprobable de l&rticle precedent (5) ,(ou on avait 
obtenu dans le Chapitre 3.3 la proposition P2 eq (r(k))) on obtient que MI nOest pas valide avec une 
suffisamment bonne approximation pour que la proposition precedente P2 M i(r(k)) quQl entraine soit vraie. 
Cependant, comme dans le modele equiprobable, le modele independant MI donne une explication theorique 
a l&spect de la Comete de Goldbach, cdest a dire au fait qudelle soit delimitee par des courbes dOequation de 
la forme y(k)=Ak/(Log(k)) 2 . 

On remarque quQl est tres possible a priori quebn puisse obtenir des variables aleatoires Xr(n) 
representant les proprietes statistiques de r(n) de fa9on beaucoup plus precises que celles obtenues dans les 
modeles equiprobables et independants exposes precedemment. Cependant, ceci doit necessiter dQitiliser des 
proprietes des nombres premiers plus complexes que les 2 seules quebn a utilisees, e'est-a-dire que les 
nombres premiers constituent un ensemble estime ddestimation n/Log(n) inclus dans ldensemble des naturels 
impairs. Trouver une loi numerique aleatoire dont on puisse deduire les principales proprietes de la Comete 
de Goldbach, constitue ldobjectif suivant de la TAN, comme on 1& remarque dans IcEtude theorique dQine 
fonction par la TAN 4.A.7a). 

ETUDE DE LA FONCTION r(k) PAR LE MODELE MI(k) '(p^e ,p n ) 4.B.6B) 

On remarque quebn peut grandement ameliorer la qualite des modeles presentes, independants et 
equiprobable, de la fafon suivante : 

Theorie Mathematique Platoniste-Theorie Aleatoire des Nombres 89 



On a vu quOon a ameliore la qualite du modele independant en utilisant que A ldensemble des nombres 
premiers etait inclus dans I ldensemble des nombres impairs. 

Plus generalement, supposons quOon ait un naturel pair k, et que pik,e .,p n k soient les diviseurs premiers de k 
autres que 2 et k/2 (si k/2 premier), avec pik<e <p n k- On peut alors considerer que A est inclus dans 
lOEnsemble I(pik,e ,p n k) qui est lOEnsemble des naturels impairs qui ne sont pas multiples de pik,e p„k, a 
ldexception de pik,e ,p n k eux-memes. On remarque quOon a toujours p ik <k/2. Afin de simplifier le modele, on 
pourrait considerer seulement les nombres premiers p ik inferieurs a P=500. (II est tres possible quOon 
obtienne un bon modele prenant P egal a une valeur beaucoup plus petite que 500). 

Remarquant que si j appartient a I(pik,..,Pnk), avec j>500, on a alors k-j appartient a I(pik,e ,pnk), on 
peut proceder exactement comme dans le modele independant precedent, remplacant I par I-(pi k ,e ,p n k). II 
est clair que cette modelisation est plus precise, et qudelles conduit aussi a ldexistence de bandes 
correspondant aux naturels pairs ayant certains diviseurs premiers en commun. II est cependant tres possible 
que cette modelisation ne soit pas assez precise pour decrire completement ou avec une tres bonne 
approximation les proprietes de la Comete de Goldbach. 

(On peut affiner le modele equiprobable etudie dans ldarticle precedent (5) de la meme facon, en 
remplacant E(k) ldensemble des paires de naturels impairs inferieurs a k par ldensemble des paires de naturels 
inferieurs a k appartenant a I"(pi k ,..,p n k) prive de pik,.-,Pnk> B(k) ldensemble des paires de naturels {i,k-i}, i 
etant impair par ldensemble des paires de naturels {i,k-i}, ou i appartient a I'(pik,..»pnk} prive de pik,e ,pnk 
(Car il est evident qudon a toujours pour j dans { l,..,n} k-pj k est un multiple de p jk et ndest pas premier ), et 
A(k) lOEnsemble des paires de naturels premiers inferieur a k par lOEnsemble des paires de naturels premiers 
inferieurs a k et differents de pik,e ,p n k- On notera M eq l'(pi,e p n ) ce modele equiprobable analogue au 
modele MI '(pi,..,p n ) ) 

En realite, on voit que les modeles precedents ne sont pas assez bons pour decrire avec une tres 
bonne approximation la Comete de Goldbach. : 

On note MI le modele independant etudie precedemment en considerant seulement que A est inclus 
dans I, et MI(k) le modele independant plus precis decrit precedemment ou on considere plus precisement 
que A est inclus dans I(k)=I(pik,e ,pnk). 

En effet, on obtient I(k)=I-(pi k ,e ,p n k) en considerant lOEnsemble des naturels modulo 
'(k)=p [k xe xp nk . On obtient alors des nombres modulo '(k) qui appartiennent tous a I(k). Si n(k) est le 
nombre de naturels modulo '(k) qui appartiennent tous a I(k) alors il vient immediatement que I(k) est un 
ensemble estime ddestimation ii(k)(n)=pi(k)ii, avec pi (k )=n(k)/'(k). 

En procedant alors comme dans le modele MI, on obtient dans le modele MI(k) que (avec des notations 
evidentes) m^ (k)est equivalent a (p I /p I(k ))m I (k) , c'est-a-dire m I(k )(k) est equivalent a (p I /p I(k ))k/(Log(k)) 2 . 
Comme on a toujours p : superieur a p I(k ), on devrait done trouver ddapres le modele MI(k) que tous les points 
(k,r(k) doivent etre au dessus de la courbe (k,m : (k)). Or cela ndest visiblement pas le cas, la plupart des points 
(k,r(k)) sont au dessous de la courbe. (Cdest une remarque analogue qui permettait dQnvalider la Conjecture 
etendue de Goldbach de Hardy et Littlewood (5) .) 

On peut cependant ameliorer encore le modele MI(k) de la facon suivante : 
Considerons un naturel k pair ndayant aucun autre diviseur premier que 2. (k=2 n ).On a vu que dans le modele 
MI, on a utilise ldexpression: 

ri (k)=f A (l)f A (k-l)+e +f A (499)f A (k-499) +f A (N A )f A (k-N A )+.. +f A (pC)fA(k-pC). 

, avant ddappliquer la propriete de correspondance permettant de modeliser r(k) par la variable aleatoires 
X T r(k). 

On peut done ecrire aussi : 

r:(k)=Ci(k)+Si(k), avec Ci(k) est majoree par une constante (Ci(k)=f A (l)f A (k-l)+e +f(499)f A (k-499), 
et Si(k)= f A (N A )f A (k-N A )+. . +f A (pd)f A (k-pC). 

Dans cette expression, on sait que certains termes de la forme f A (i)f A (k-i) sont nuls, par exemple tous les 
termes tels que i est multiple de 3,5 e Nous allons introduire un nouveau modele MI '(3), ameliorant la 
modele MI, dans lequel on utilise que tout multiple de 3 (sauf 3), ndest pas premier. On peut reecrire Si(k) 
sous la forme Si'@) (k) suivante, 1(3) ayant ete precedemment defini comme lOEnsemble des naturels impairs 
qui ne sont pas multiples de 3 : 

Si*0) ( k ) = Z A (0 /a (k ~ i) , avec 500<i<k/2. 

ie/a-(3) 

On sait que i appartient a I (3) signifier i congru a 1 ou 5 modulo 6, et in a vu que i appartient a I signifie i 
congru a 1,3 ou 5 modulo 6. On a done p iI ' (3 )=l/3 et p ;i =l/2. 
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De plus il est evident que Si ( 3)(k) contient les 2/3 des termes de Si(k) (c'est-a-dire pa'p) /p;i, puisque la 

proportion des elements de { l,e ,k/2-l } tels que i appartient a I est egale a p ;i (ou plutot tend vers p ;i ), et la 

proportion de ceux tels que i appartient a I '(3) est egale a pn'o) ■ 

De plus, si on considere un terme de la somme Si'@) (k) f A (i)fA(k-i) , on sait que i appartient a 1(3), et done 

on peut ecrire f A (i) sous la forme fAa'o) (O- 

DCautre part par hypothese k est pair et nOest pas divisible par 3, done k est congru a 2 ou 4 modulo 6. 

Supposons par exemple k congru a 2 modulo 6. Or dans Si'@) (k) les termes sont congrus alternativement a 1 

ou 5 modulo 6. On a done alternativement k-i congru a 1 ou 3 modulo 6, et done un terme sur 2 de la somme 

Si (3) (k) est nul (k-i etant multiple de 3). 

Pour chaque terme non nul, k-i est congru a 1 modulo 6, done k-i appartient a I (3), et on peut ecrire fA(k-i) 

sous la forme fA/i'(3) (k-i). (on verifie quebn obtient le meme resultat si k congru a 4 modulo 6). 

On a done obtenu les 3 points fondamentaux suivants, k nCayant aucun autre diviseur premier que 2: 

a)La somme Sr (3 ) (k) contient les 2/3 (c'est-a-dire pa'(3)/pii) des termes de S^k). 

b)l terme sur 2 de Si'@) (k) est nul. 

c)Chaque terme non nul de Si'@) (k) sQecrit fAa'o) (i) fA/i'(3) (k-i), et est done modelisee par la variable aleatoire 

XfA/i'(3)(i) XfA/i(3)(k-i) definie dans le Pseudo-Axiome 4.B.6a) de lQnclusion des ensembles estimes. 

Utilisant la loi numerique aleatoire modelisant fA/i'(3)(i), on obtient done que chaque terme non nul de Si'@) 

(k) a une probabilite piApk-iA/(pii'(3) ) dOetre egal al. 

Utilisant les 3 proprietes precedentes, on obtient que dans le modele MI '(3), r(k) est modelisee par une 
variable aleatoire X I( 3) (k) dOesperance mathematique telle que : 

Pa 2 p Urr(i) 2 p iml) (Log(k)) 

Done : 

E(X M3) (*)) * - x - ] = C to(3) (k) x ] 

4 (Log(k) 2 ) (Log(k)) 2 

On obtient done un equivalent de E(Xr (3 ) (k)) en multipliant E(Xi(k)), (ou k/(Log(k)) 2 ) par %, c'est-a-dire 

0.75. 

On remarque CI (3) (k)=0.75 est proche de C230.66, ou C2 est la constante intervenant dans la Conjecture de 

Hardy et Littlewood (5)(7) . 

On voit done que dans le nouveau modele MI '(3), on doit s&ttendre a trouver des bandes situees en dessous 

de la courbe (k,k/(Log(k)) ), contrairement aux modeles MI et MI(k), et effectivement on observe que la 

courbe (k,k/(Log(k)) 2 ) est tres voisine de la courbe inferieure de la Comete de Goldbach (legerement au 

dessus). 

On pourrait se demander ce que donnerait le modele MI '(5) analogue au modele MI '(3), utilisant 

ldensemble 1(5) de la meme facon quODn a utilise ldensemble 1(3). 

En procedant de la meme facon que precedemment, considerant un naturel k n&yant aucun diviseur premier 

autre que 2, on obtient que k doit etre congru a 2,4,6 ou 8 modulo 10. De plus les elements de I (5) sont ceux 

congrus a 1,3,7,9 modulo 10. 

Si par exemple k est congru a 2 modulo 10, on obtient que pour i dans I (5), k-i est congru a 1,9,5,3 modulo 

10, et done un terme sur 4 de la somme Si- (5 ) (k) (exactement analogue a Si'(3>(k)) est nul (ceux tels que k-i est 

congru a 5 modulo 10). (On verifie quebn obtient le meme resultat si k congru a 4,6 ou 8 modulo 10). 

On obtient done des proprietes completement analogues a celles a)b)c) du modele MI '(3), et done : 

E(X, .,.(£) «-x-^-x - = — x - 

M5) 4 p im5) (Log(k)) 2 16 (Log(k)) 2 

Ldeffet de correction du modele MI '(5) est done moindre que celui de MI '(3). 

Si on veut tenir compte des 2 modeles MI '(3) et MI '(5), on considere le modele MI '(3,5), utilisant 
ldensemble 1(3,5), quOon a defini comme lOensemble des naturels impairs ni multiples de 3 ni multiple de 5. 
Procedant comme precedemment, on considere un naturel k tel que k nGait aucun diviseur premier autre que 
2. Done k est congru a un des naturels 2,4,8,14,16 ,22,24,26 ou 28 modulo 30. Prenons par exemple k congru 
a 28 modulo 30. 
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De plus, 1(3,5) contient les naturels congrus a un des naturels 1,7,11,13,17,19,23 ou 29 modulo 30. Done 
Pu -(3,5) =8/30. 

Pour i dans 1(3, 5), on obtient done k-i congru a un des naturels 27,21,17,15,11,9,5,29. Done 5/8 des termes 
de Si'o,5) (k) sCannulent. (Ceux pour lesquels k-i est congru a 27,21,15,9 et 5 modulo 30). 
II en resulte que 5/8 des termes de Si'0,5) (k) sCannulent. Utilisant done des proprietes analogues aux 
proprietes a)b)c) du modele MI '(3), on obtient avec des notations analogues : 
„^ 3 30 1 k 90 k 

E ( X M3 5) (*)) * ~ X X ~ X 7 = X 7 

(,) 8 8 2 (Log(k)) 2 128 (Log(k)) 2 

On remarque : 

90 k Ilk k 

E(X^ 35) (k))« x - = (1 -)(1 -) Y = C l7r(i5) {k) 5- 

M3 ' 5) 128 (Log(k)) 2 (3-1) 2 (5-1) 2 (Log(k) 2 to(3 ' 5) (Log(k) 2 ) 

avec Ci'(3,5)(k) tres proche de C 2 , C 2 etant la constante intervenant dans la Conjecture de Hardy et Littlewood. 
On rappelle que dCapres cette Conjecture (5) (7) : 

p — 1 k 

r(k) « 2C 2 1 I ( ) x , avec : 

2 p i% p-2 (Log(k)) 2 

C 2 = ||(1 r) = 0,66 , p designant un nombre premier dans les expressions precedentes. 

p>3 (P-1) 

On a vu en introduction qudelle etait fausse, mais il semble que sa variante obtenue en supprimant le facteur 
2 soit vraie, et puisse etre extremement approchee par le propositions obtenues par la TAN concernant la 
modelisation statistique de r(k). 

Considerons maintenant le modele dans lequel k a plusieurs diviseurs mais ndest pas divisible par 3. On note 

alors I(k)'(3) ldensemble I(k)zl'(3), et MI(k)'(3) le modele analogue au modele MI '(3) sCappliquant aux 

naturels k pairs non divisibles par 3. 

Dans le modele MI(k), on a ecrit r(k) sous la forme, de facon analogue au modele MI : 

r(k)=Ci (k) (k)+Si (k ) (k), avec : 

S Hk) (k)= 2/a(0/a(*-0 • 

ie/(i),500<i<i/2 

Dans le modele MI(k)'(3), de facon analogue au modele MI '(3), on considere seulement les termes de 
SI(k)(k) qui ne sont pas multiples de 3. On obtient la somme Si ( k)(3) (k) : 

S/(*M3)(*)= Z/*(0/a(*-0 • 

ie/(i)2-(3),500<i<i/2 

Considerant lOEnsemble I(k) '(3), on obtient comme precedemment que la somme Si(k)'o) (k) ne comporte que 
la proportion Pii(k)'(3)/pii des termes de SiOi). 

D&utre part, puisque k ndest pas divisible par 3, on a toujours k congru a 2 ou 4 modulo 6. Supposons par 
exemple k congru a 2 modulo 6. 

Supposons I(k)=I-(pi k ,e ,p n k). On a alors I(k)'(3)=I-(3,pik,e ,pnk). Soit ni(k,3)/n(k,3) la proportion 
des elements de N/6pik-.p n kN congrus a 1 modulo 6, et n 5 (k,3)/n(k,3) la proportion de ceux congrus a 5 
modulo 6. On obtient alors que la proportion n 5 (k,3)/n(k,3) des termes de Si(k)'@) (k) sont nuls, car pour i 
congru a 5 modulo 6, alors k-i=2-5 congru a 3 modulo 6 et done nOest pas premier. Dans tous les exemples 
consideres, on aura : 

«j(fc,3) n 5 (k,3) 1 

n(k,3)) ~ n(k,3) ~ 2 

De plus, si on considere un terme non nul de cette somme correspondant a i, on sait que i appartient 
a I(k) '(3), et done on peut ecrire f A (i) sous la forme fA/i(k)(3) (i)- De plus on sait que k-i appartient a I(k) (car i 
appartient a I(k)), et k-i appartient a I (3). (Puisque k-i est congru a 1 modulo 6). II en resulte que k-i 
appartient a I(k) '(3), et done on peut ecrire tout terme non nul de la somme Si(k)'(3) (k) sous la forme fA/rw'o) 
(i)fA/i(k)- ( 3)(k-i).^ 

II en resulte quOon obtient des proprietes totalement analogues aux proprietes a)b)c) du modele MI '(3), dont 
on deduit que la modele MI(k) '(3) prevoit que r(k) est modelise par la variable aleatoire X I(k ) (3) r(k) , avec : 
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£(z ^ t) .^« x »iM x( _iL. ) » x _L_ B Ix-^-x-*- T 

p a n(k,3) p, I{kW) (Log(k)) 2 p m) „ m (Log(k)) 

D&pres lrjexpression dQin equivalent de E(X I(k) r(k)), on voit qucbn obtient un equivalent de E(X I(k) - ( 3) (k) en 
multipliant E(X I(k) r(k)) par le coefficient Ciw'o) (k)=0.5 paw/piiW'O) (k). 
Car on a vu : 

£(X f(t) r(fc))«-gg-x * 

p tf(t) (Lo^(^) 2 ) 

Donnons quelques exemples numeriques : 

Dans le cas ou I(k)=I-(5) (k n& que 5 et 2 pour diviseurs premiers.), on obtient que 1(5) contient ldensemble 

des naturels congrus a 1,3,7,9 modulo 10, et done on a alors paw =4/10. 

On a alors I(k) '(3)=L(3,5), et done I(k) '(3) contient les naturels congrus a 1,7,11,13,17,19,23,29 modulo 30, 

doncpii( k) -(3)=8/30. 

On obtient le coefficient : 

<W ( 3) (k) = ~x ' 1 ^ L - = T X ^ X T = °- 75 

1 Pil(k)x(3) ^ O J 



On obtient done : 



3 p a k 3 15 



X = — X — X — X- 



E(X 7l ,, lx ,r(k)) « —x 

!(k) * 0) 4 p m) (Log(k)r 4 2 2 (Log(k)r 

Done : 

5-1 k 

E(X likW) r(k)) « C /(k)jr(3) (5) x (— — ) x 

5-2 (Log(k)) 

Avec : 

^«3,(5)=a-^)xa-^),c 2 

La prediction du modele MI(k) '(3) dans cet exemple est done tres proche de la variante de la Conjecture de 
Hardy et Littlewood. 



Dans le cas ou I(k)=i-(7), on obtient que 1(7) contient les naturels congrus a 1,3,5,9,11,13 modulo 14, done 

paw =6/14. 

I(k)'(3)=I'(3,7) contient les naturels congrus a 1,5,11,13,17,19,23,25,29,31,37,41 modulo 42, et done paw'O) 

=12/42. 

On obtient le coefficient : 

1 Paw 1 42 6 n „_ 
— x = — x — x — = 0.75 

2 Pu(k)*0) 2 l2 14 

On obtient en procedant comme dans ldexemple precedent : 

7-1 k 

E(X I{kW) r(k)) « C /(k)jr(3) (7) x (— — ) x 

7-2 (Log(k)) 

Avec : 

La prediction du modele MI(k) '(3) dans cet exemple est done tres proche de la variante de la Conjecture de 
Hardy et Littlewood. 
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On voit que le modele MI(k) '(3) a la meme prediction que le modele MI '(3) dans le cas ou k n& aucun 
autre diviseur premier que 2 (On a alors I(k)=I). Le coefficient etait alors de 0.75, et on voit done quden 
general ce coefficient c I(k) -(3) (k) semble etre egal a 0.75. 

Dans le cas ou k est divisible par 3, le modele MI(k) '(3) n&pporte aucune amelioration, car alors I(k) est 
inclus dans I (3) et de plus k est congru a modulo 6. On peut done considerer que MI(k) '(3) coincide dans 
ses previsions avec MI(k) lorsque k est divisible par 3. 

On observe que la courbe (k,0.75/(Log(k)) ) (obtenue dans le modele MI(k) '(3) dans le cas ou k a 2 pour 

seul diviseur premier) semble etre tres proche de la courbe inferieure de la Comete de Goldbach, par 

exemple: 

mi (k) - (3 )(10000)a88, m I(k) - (3 ) (50000)a 320, m m - (3) (75000)a446, mi (k) - (3 )(90000)a518. 

AveC ffl ,, t )„3)(^) = E ( X '/(t),(3) r (fc)) 

Pour verifier la validite de MI(k) '(3), on peut considerer les nombres de la forme 2 n , avec n grand. On 
devrait obtenir r(2 n )am I(k) - (3) (2 n )a0.75x27(nLog(2)) 2 . 

On pourrait ensuite etudier les naturels de la forme 2 n 3\ (avec s>l) qui nebnt que 3 pour seul diviseur 

premier autre que 2, et done dont on peut facilement estimer m I(k )-(3) (k) qui est alors identique a m I(k) (k) 

comme on 1& vu. 

Ce cas d&illeurs est tres interessant : En effet, d&pres ce qui precede, pour I(k)=I-(3) : 

m I(k) (k)apii/ PiI(k) k/(Log(k)) 2 =l .5k/(Log(k)) 2 . 

On obtient alors utilisant cette expression : 

m I(k) (50000)a640, m I(k) (75000)a892, m I(k) (90000)al037. 

On remarque dans le cas precedent: 

3 k 3-1 1 k 

E(X, t ,, m r(k))a-x z- = ( )x(l -)x - 

2 {Log{k)f W (3-1) 2 ' (Log(k)) 2 

Done : 

E(X I(k)!r(3) r(k)) « C nk)x0) (3) x (— -) x 

3-2 (Log(k)) 

Avec Ci (k )-(3)(3) tres proche de C2. On retrouve que la prediction dans cet exemple du modele MI(k) '(3) est 
tres proche de la variante de la Conjecture de Hardy et Littlewood. 

On observe que les points (k,m I(k) (k)) pour k=2 n 3 s se trouvent tres proches de lQine des bandes les plus 
froncees de la Comete de Goldbach, ce qui done tend a confirmer la validite du modele MI(k) (coincidant 
MI(k) '(3) puisque k est divisible par 3). On rappelle quebn peut aussi le tester en calculant r(2 n 3 s ) pour 
certaines valeurs de s et de n, et en les comparant avec ldestimation de MI(k) donnee precedemment. 

On voit done que le modele MI(k) '(3) conduit a obtenir pour tout k superieur a 1002, que la fonction 
r(k) est modelisee par la variable aleatoire X I(k) 'p)r(k) definie precedemment. Ceci constitue une loi 
numerique aleatoire, qui est illustree apparemment par certains tests. 

Le modele MI(k) '(3) prevoit notamment lGexistence de bandes dOequation f(k)=C k k/(Log(k)) 2 , 
comme on en observe sur la Comete de Goldbach. Ceci est du aux 2 proprietes suivantes de X I(k )- ( 3)r(k) : 
a)E( X I(k) ( 3 )r(k)) aC k k/(Log(k)) 2 , ou C k est une constante dependant des diviseurs premiers de k. 
b)On obtient utilisant lQnegalite de Chebychev que les intervalles de confiance minimaux a 95% (ou de 
facon evidente 99,9%) de Xi (k) -(3)r(k)), notes [miGi (k )-(3) (k), MaGi (k )- ( 3) (k)] sont tels que (MaGi (k) - ( 3) (k)- 
miGi (k )-(3) (k))/E(X I(k )- ( 3)r(k)) tend vers pour k tend vers lQnfini. 

II apparait done que le modele MI(k) '(3) entraine des predictions remarquables concernant l&spect 
de la Comete de Goldbach. De la meme facon quebn a defini les modeles MI(k) '(3) et MI(k) (3,5), on peut 
definir le modele MI(k) (pi,e .,p n ) ou pi,e .,p n sont les n premiers nombres premiers consecutifs apres 2. II 
est evident que dans tout modele MI(k)'(p!,e ,p n ), on peut obtenir par des pseudo-preuves aleatoires des 
propositions P(Ii( k )'( P i,<§ >pn ) (k),q) analogues aux propositions P(I(k),q) obtenues dans le modele MI. Comme 
on 1& remarque en considerant les modeles MI(k) '(3) et MI(k) (3,5), il semble que les modeles 
MI(k) '(pi,e ,p n ) permettent debbtenir des propositions qui tendent quand n tend vers lQnfini vers la variante 
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de la Conjecture etendue de Goldbach de Hardy et Littlewood, obtenue en supprimant un facteur 2 dans la 
Conjecture initiale. 

On pourrait montrer ceci explicitement, en montrant que si I(k)=i-(pi k ,e .,p S k), alors dans le modele 
MI(k) '(pi,e .,p n ), on obtient : 

S 1 / 

E(X /(*M;>i,...,,pn) r W) ~ C Hk)x(pi,..., P n) \Pu '■■■' Psk )[_ 1( ~) x ~ 77T7T 

i=\ P ik ^ (LOg(K)) 

avec Ci(k)( P i,e , P n) (Pik,S .,p S k) tend vers C2 quand n tend vers lQnfini. On a verifie que ceci etait en 
accord avec tous les exemples numeriques considered . Ceci se ramene done apparemment a un probleme 
resoluble par la Theorie des nombres classiques. 

Pour le montrer, on utilisera le Theoreme : 

THEOREME 4.B.6Ba)) : 

Si pi,e ,p n sont n naturels premiers et A(pi,e ,p n )={l,e ,2pie .p n } (C'est-a-dire A est lOEnsemble des 

naturels de [l,2pie pj), si p(A(pi,e ,p n ))={i appartenant a A(pi,e ,p n ) tel que i ndest divisible par aucun des 

nombres 2,pi,e ,p n } alors : 

Card(p(A(pi,..,p„))=(pi-l)xe x(p„-l). 

Demonstration (par recurrence) : 

Si n=l : 

A( Pl )={l,e ,2 Pl }. 

Les elements de A(pO non divisibles par 2 sont les elements de { l,e .,2p r l} au nombre de p^ Parmi ceux- 

ci, seul le naturel pi est divisible par pi. 

Done Card(p(A(p!))=p r l. 

Supposons quODn ait montre le Theoreme pour n-1. Soit alors p b e .,p n n nombres premiers. 

On definit alors p(A(p b e .,p„.i))={hi, n .i,e .,h s , n .i}, avec s=Card(p(A(p b e ,p n .i)). 

Les elements de A(pi,e .,p n ) qui ne sont pas divisibles par 2,pi,e ,p n _i sont ceux congrus a hi >n .i,e ,h Sjn .i 

modulo 2pie p n _i, et done sont les elements de l6 ensemble : {hi >n -i,e .,h s?n .i, 2pie p n -i+hi >n _i,e ,2p]e p n _ 

i+h s?n .i,e .,2pie p„.i(pn-l)+hi,„.i,.,2pie p„.i(pn-l)+h s ,„.i}. 

LOEnsemble precedent a de facon evidente p n Card(p(A(p!,e ,p n -i)) elements. 

De plus les elements de lOEnsemble precedent divisibles par p n sont de la forme ap n , avec a nOEst pas divisible 

par 2,pi,e ,p n .i, c'est-a-dire a appartient a p(A(pi,e ,p n -i)). II y en a done un nombre egal a 

Card(p(A(pi,e ,p„.i)) 

II en resulte que p(A(pi,e ,p n )) qui est lOEnsemble precedent prive de ses elements divisibles par p n a un 

nombre do elements egal a (p n Card(p(A(p!,e ,p n _i)))-Card(p(A(pi,e ,p n -0) c'est-a-dire (p n - 

l)Card(p(A(p!,e ,p„.i)). 

On a done montre par recurrence le Theoreme. 

Une consequence immediate de ce Theoreme est le Corollaire : 
COROLLAIRE 4.B.6Bb) : 
Si on a I(k)=I-(pi,e .,p n ), alors : 

z 7=1 Pj 

La demonstration est immediatement consequence du Theoreme precedent si on considere les 
naturels modulo 2pie p n . 

REMARQUE 4.B.6Bc) : 

On a vu que dans le modele MI(k) on avait : 

Pn „ k 



E(X 1(k) r(k))~ „ 

Paw (LogiV) 
Utilisant le Corollaire precedent, on obtient, si I(k)=I-(pi,e ,p n ) : 
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er -n Ei = n^zi x n fl !__> 

Pum ji(Pj-V MP;- 2 ji (^-D 2 

On voit que cette expression est proche de la variante de la Conjecture de Hardy et Littlewood. 

Ce qui precede permet de comparer les predictions du modele MI(k) avec la variante de la 
Conjecture d Hardy et Littlewood. Pour comparer celle-ci avec le modele plus precis MI(k)'(pi,e ,p n ), on 
precede comme suit : 

Montrons le Theoreme : 

THEOREME 4.B.6Bd) : 

Si k est un naturel pair de A(p],e ,p n ) (defini plus haut de meme que p(A(pi,e ,p n )), divisible par 
aucun des nombres premiers pi,..,p n , si on pose : 

d k (p(A(pi,e ,p n ))={i/ i et k-i nOEst divisible par aucun des naturels pi,e .,p n ))} 

Alors Card(d k (p(A( Pl ,e ,p„)))=(p r 2)e .(p„-2). 

Demonstration (Par recurrence) : 

Montrons d&bord le Lemme : 
LEMME 4.B.6Be) : 

k etant un element quelconque de A(pi,e ,p n ), lOEnsemble des elements de A(pi,e ,p n ) congrus a k modulo 
p n , contient exactement un representant de chaque element de N/(2pi..p n _i)N, et est egal a lOEnsemble de ces 
representants. 

Demonstration : 

Soit k dans A(pi,e .,p n ). (Onrappelle A(p],e ,p n )={l,e ,2pie p n } ) 

On suppose k congru a k n modulo p n , avec k n dans { l,e .,p n }- 

LOEnsemble des naturels de A(p lv .,p n ) congrus a k modulo p n est done lOEnsemble des naturels k n +ap n avec a 

naturel appartenant a [0,2pi(§ p n -i-l]. II a done 2pie p n _i elements. 

Supposons quQin de ces naturels k n +ap n different de k n soit congru a k n modulo 2p]e .p n _i. 

Alors on a ap n =23pie .p nl .(Avec a>0). 

Comme p n est premier avec 2,e ,p n .i, p n divise ^donc 3tsp n , s etant un naturel non nul, et done a=2spie .p n _ 

i- 

Ceci est impossible car a<2pie p n .i. 

Done aucun des naturels de la forme k n +ap n de A(pi,e ,p n ) nOEst congru a k n modulo 2pie p n _i. 
II est evident qudon arrive de la meme fafon au meme resultat pour tout naturel k n +ap n de A(pi,e ,p n ), e'est- 
a-dire qu&ucun des naturels k n +bp n de A(pi,e ,p n ) nOEst congru a k n +ap n modulo 2pi..p n _i si al b. 
Or on sait que le nombre dOelements de N/2p]e .p n -iN est egal a 2pie p n _i, e'est-a-dire au nombre de naturels 
sGEcrivant k n +ap n de A(p],e ,p n ). 

II en resulte que lOEnsemble des elements de A(pi,e p n ) congrus a k modulo p n (C'est-a-dire des naturels de la 
forme k n +ap n ) contient exactement un representant de chaque element de N/2p]e p n _i N, et est egal a 
lOEnsemble de ces representants. 
On a done demontre le Lemme. 

Montrons le Theoreme pour n=l : 

On a ,p] etant un nombre premier, A(pi)={ l,e ,2pi }. 

p(A(pi))={l,..,2p r l}(sans pO, et ap r l elements. 

Si k est un naturel pair de A(pO non divisible par pi, on a k=2s, avec si pi, et ou bien l<k<pi, ou bien 

pi<k<2pi. 

Si j appartient a p(A(pi)), k-j=2s-j est impair et done nOEst pas divisible par 2. 

De plus k-j est divisible par pi si k-j=Lpi, Uetant un entier, c'est-a-dire j=k-Lpi. 

Si l<k<pi, il y a une seule solution j dans p(A(pi)) :j=k+pi. 

Si pl<k<2pi, il y a une seule solution j dans p(A(pi)) :j=k-p!. 

PuisquODn a defini d k (p(A(p!)) comme lOEnsemble des naturels i de p(A(p!)) tels que k-i non divisible par 2 ni 

par pi, on a done : 

Card(d k (p(A(p!)))=pi-2. (Car d k (A(pO)) est constitue de p(A(pO) prive de j). 

On a done demontre le Theoreme pour n=l. 
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Supposons qudon ait demontre le Theoreme pour d k (p(A(p!,e ,p„.i)))- 

On a vu qudon pouvait ecrire : 

p(A(pi,e ,p„.i))={hi,„.i,e .,h s ,n-i}, avec s=(p r l)e (p„.i-l)}. 

On a vu que p(A(p!,e ,p n )) etait constitue de lfJEnsemble B defini par : 

B={hi, n .i,e ,h s ,ni,e ..,2pi..p n .i(p n -l)+hi, n .i,.. ,2pi..p n .i(p„-l)+h s?n .i} 

prive des naturels de la forme ap n , avec a dans p(A(p!,e ,p„-i))- 

k etant un naturel pair de A(pi,..,p n ) divisible par aucun des naturels pi,..,p n , on rappelle que d k (p(A(p!,e ,p n _ 

1))) est lfJEnsemble des elements i de p(A(pi,..p n -i)) tel que k-i nfJEst divisible par aucun des naturels pi,e ,p„-i. 

Soit d k (p(A(pi,e ,pn-i)))={ti, n .i,e .,t r ,n-i}, avec r=(p r 2)e .(p„.i-2) dGapres ldiypothese de recurrence. 

SoitC= {ti, n .i,e ,t r ,„.i,e ..,2pi..p n 1 (p n -l)+t 1>nl ,.. ,2pi..p n .i(p n -l)+t r>n ^i}. 

C est done lfJEnsemble des elements i de B tel que k-i ne soit pas divisible par un des naturels pi,e p n -i. 

II est evident Card(C)= p n r =p n (p r 2)e (p n _i-2). 

On a defini d k (p(A(p!,e p n ))) comme etant lfJEnsemble des naturels i de p(A(p!,e ,p n )) tel que k-i ne soit 

divisible par aucun des naturels premiers p^e ,p n . 

Done d k (p(A(p!,e ,p n )) est inclus dans C, car tout element i de d k (p(A(p lv .p n ))) appartient a B et est tel que k- 

i nfJEst divisible par aucun des naturels 2,pi,e ,p n _i . 

De plus tout element i de C tel que : 

-i nfJEst pas de la forme ap n , avec a dans p(A(pi,e ,p n -0). 

-k-i nfJEst pas divisible par p n . 

est tel que i appartient a d k (p(A(pi,..,p n ))), car alors i appartient a p(A(p!,e ,p n ) et k-i nfJEst divisible par 

aucun des naturels p!,e ,p n . 

Done si on definit les ensembles D et E par : 

D={i/ i appartient a C et k-i est divisible par p n } 

E={i/ i appartient a C et i est de la forme ap n , avec a dans p(A(pi,e ,p n -i))} 

On a alors d k (p(A(p!,e ,p n )))=C/(DUE). 

De plus si i appartient a E, alors i n&ppartient pas a D puisque k nfJEst pas divisible par p n . Done D et E ont 

une intersection vide, et done : 

Card(C/(DUE))=Card(C)-Card(D)-Card(E). 

Or D est lfJEnsemble des naturels i de A(p!,e ,p n ) congrus a k modulo p n , tel que i ne soit pas divisible par 

pi,e ,p n .i et que de plus k-i ne soit pas divisible par p^e ,p n .i. 

Appliquant le Lemme 4B6Be) et d&pres ldiypothese de recurrence, le nombre dfJElements de D est done : 

Card(D)=Card(d k (p(A( Pl ,e ,p n . 1 ))))=(pi-2)e (p n . r 2). 

De meme, E est lfJEnsemble des naturels i de A(pi,..,p n ) congrus a p n modulo p n et tel que i soit divisible par 

aucun des nombres pi,e ,p n .i de meme que k-i. Appliquant le Lemme 4B6Be) et d&pres ldiypothese de 

recurrence : 

Card(E)= Card(d k (p(A(p,,e ,p n . 1 ))))=(p 1 -2)e (p„.i-2). 

Finalement, on obtient : 

Card(d k (p(A( Pl ,e .,p„)))=p„ (p r 2)e (p„.i-2)- (p r 2)e (p„. r 2)- (p r 2)e (p„.i-2). 

Done Card(d k (p(A( Pl ,e ,p n )))=(p r 2)e .(p n -2). 

On a done demontre le Theoreme 4.B6Bd). 

On peut a partir du Theoreme precedent obtenir une expression donnant un equivalent de E(Xr(k)) predite 
par tout modele MT(p!,e .,p n ), qui on 1& vu predit la meme expression que MI(k) (pi,e ,p n ) lorsque k a 2 
pour unique diviseur premier. On obtient cette expression dans lfJExemple suivant : 

EXEMPLE 4.B6Bf) : 

Soit pi,e ,p n n nombres premiers consecutifs apres 2, et k un naturel n&yant aucun diviseur autre que 2 

(I(k)=I). 

On a vu que dans le modele MI'(pi,e ,p n ) (qui dans ce cas avait la meme prediction que le modele 

MI(k) '(pi,..,p n )), on obtenait, generalisant le modele MI '(3) : 

E(X I(1 A k))» n « iP »"- P -K gg x * 

avec n dk (pi,e ,p n ) est lfJEnsemble des elements de N/2p]e p n N tels que k-i ne soit divisible par aucun des 
nombres pi,e ,p n , et n(pi,e ,p n ) est le nombre dfJElements de N/2p]e p n N. 
D&pres les Theoremes 4.B6Ba)b)d), on obtient : 
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£ ( x /^u..p»)K*))*JQ7 7V x Il7 7; X I1 (1 "7 7^ )x 



M^-l) WP,-2) *_f (p.-l) 2 (Log(*))' 



Done : 



Cette expression tend bien vers la variante de la Conjecture de Hardy et Littlewood. 

Pour obtenir ldexpression generale donnant un equivalent de E(Xr(k)) predite par un modele 
MI(k) '(pi,e ,p n ), on utilise aussi le Theoreme suivant : 

THEOREME 4B6Bg) : 

Si pi,e ,p n sont n nombres premiers et qi,e ,q r sont r nombres premiers differ ents de p^e ,p n , k etant un 

naturel pair non divisible par pi,e ,p n alors le nombre dOelements de loensemble d k(p i ; .. ;Pn) 

(p(A(p!,e ,p n ,qi,..,q r ) )) dont les elements sont les elements i de p(A(pi,e ,q r )) tels que k-i ndest pas divisible 

par pi,..,p n est egal a (qi-l)e .(q r -l)(pi-2)e (p n -2). 

(Et done la proportion des elements i de p(A(pi,e ,q r )) tels que k-i ndest pas divisible par pi,..,p n est la meme 

que celle des elements j de p(A(p!,e ,p n )) tels que k-j nOest pas divisible par p lv .,p n , dCapres les Theoremes 

4B6Ba) et 4B6Bd). 

Demonstration (Par recurrence) : 

Soit k, naturel pair non divisible par pi,..,p n . 

On suppose r=l. 

Soitp(A(pi,e ,p n ))={hi >n ,e ,h s ,n}- 

Loensemble des elements de A(pi,..,p n ,qi} non divisibles par pi,..p n est done : 

B={hi >n ,e h s>n ,pie p n +hi ;n ,..,pi..p n +h Sin ,..,pi..p n (qi-l)+hi, n ,..,pi..p n (qi-l)+h s>n } 

Parmi ceux-ci, dGapres le Theoreme 4B6Bd), il y a qi(p r 2)..(p n -l) elements i tels que k-i nOest pas divisible 

parpi,..,p n . 

Soit C loensemble de ces elements. 

Loensemble d k(p ie >pn ) (p(A(pi,e ,p„,qi))) est done constitue des elements i de C tels que : 

a)i nOest pas divisible par q^ 

b)k-i nOest pas divisible par pi,..,p n . 

La condition b) est verifiee pour tous les elements de C. 

De plus, utilisant le Lemme 4B6Be), si D={i/ i appartient a C et i=aqi pour un naturel a}, on sait que 

loensemble des naturels de A(pi,..,p n ,qi) congrus a qj modulo qi contient exactement un representant de 

chaque element de N/2p]e p n N, et est constitue de ces representants, et done D est constitue de chaque 

representant i appartenant a p(A(pi,..,p n )) et tel que k-i nOest pas divisible par pi,..,p n . DGapres le Theoreme 

4B6Bd), ce nombre est egal a (p r 2)..(p n -2). 

On a done : 

Card(d k( pi,..,p n) (p(A(p lv .,p n ,q 1 )))=Card(C)-Card(D)=(q 1 -l)(p 1 -2)..(p„-2). 

Supposons quOon ait montre le Theoreme pour d k(p i .. pn) (p(A(p lv .,p n ,qi,..,q r ,i))). 

On precede alors exactement comme dans le cas r=l : 

Soitp(A(p,,e ,q r .i))={hi Ar .i,e .,h Sjn , r .i} 

Loensemble des elements de A(pi,e ,q r ) non divisibles par p lv .,q r _i est done : 

B={hi, n , r .i,e h s>n>r .i,pie p„.qi..q r .i+hi ?njr .i,.,pi..p n e q r .i+h s>n>r .i,..,pi..p n ..q r .i(q r -l)+hi, n;r .i,..,pi..p n ..q r _i(q r -l)+h S;n>r .i} 

Parmi ceux-ci, dGapres ldiypothese de recurrence il y a q r (qi-l)e (q r .i-l)(pi-2)..(p n -l) elements i tels que k-i 

nOest pas divisible par pi,..,p n . 

Soit C loensemble de ces elements. 

Loensemble des elements i de p(A(pi,..,q r )) tels que k-i nOest pas divisible par pi,..,p n (Cest a dire les elements 

de dk(pi,..,pn) (p(A(pi,..,p n ,e .,q r ))) est done constitue des elements i de C tels que : 

a)i nOest pas de la forme aq r . 

b)k-i nOest pas divisible par pi,e ,p n . 

Comme dans le cas r=l, la condition b) est toujours verifiee. 
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Si on pose D={i appartenant a C, et i=aq r }, on obtient exactement comme dans le cas r=l utilisant le Lemme 

4B6Be) que le nombre dQelements de D est egal a, dCapres lchypothese de recurrence : 

Card(D)=Card(d k( pi,..,p„)(p(A(p lv .,p n ,e .q r .i)))= (qi-l)e (q r . r l)(pi-2)..(p„-l). 

Finalement : 

Card(d k(pl> .. ;Pn) (p(A( Pl ,..,p n ,e q r )))=Card(C)-Card(D)= ( qi -l)..(q r -l)(p r 2)..(p n -2). 

On a done montre le Theoreme. 

DCapres ce qui precede, on obtient facilement ldexpression donnant un equivalent de E(Xr(k)) predite 
par un modele quelconque MI(k) '(pi,..,p n ), avec I(k)=I(ti,e ,t r ), e'est-a-dire ti,..,t r sont les diviseurs premiers 
de k autres que 2. De meme qudon a vu que si k etait divisible par 3 la prediction de MI(k) '(3) etait la meme 
que celle de MI(k), on peut considerer que si k a ti, e t r pour facteurs premiers autres que 2, alors la 
prediction de MI(k)'(pi,e ,p n ) est celle de MI(k)'(qi,e ,q s ), ou qi,e ,q s sont les elements de {pi,..,p n } 
differ ents de ti,<§ ,t r . 

On obtient alors facilement la prediction de MI(k) (pi,e ,p n ), utilisant les resultats de la Remarque 4B6Bc), 
ceux de lcExemple 4B6Bf) et le Theoreme 4B6Bg) : 

k 

E( X i(k)x(pi,..., P n) r (k)) ~ C I(k)K( h n) (t x ,...,t r )x— — 2 ,avec : 

(Log(k)) 

On voit done que cette expression tend asymptotiquement vers la variante de la Conjecture de Hardy et 
Littlewood. 

On obtient alors, procedant exactement comme dans lcEtude de la fonction r(k) par le modele simple MI 
4B6A) une proposition P2 I(k) - (pl; e ;Pn) (r(k)) analogue a la proposition P2 MI (r(k)) donnant une estimation de 
r(k) obtenue par le modele MI(k)'(pi,e ,p n ). Dans cette proposition la fonction r(k) est definie sur le sous- 
ensemble F(t!,e ,t r ) de N contenant les multiples pairs de ti,<§ ,t n superieurs a 2N A =1002. Et on a dans cette 
proposition : 
E(Xi (k)7l(p i ; ... ;Pn) r(k))«Ci( k)7I ( P i ; ... ;Pn )(ti,...,t r )k/(Log(k)) 2 . 

II faudrait verifier si cette variante est bien en accord avec la Comete de Goldbach. Si tel nQetait pas le cas, 
cela signifierait quQl faut trouver des modeles plus precis que les modeles du type MI(k) (pi,e ,p n ). II est 
tres vraisemblable quOon ne puisse jamais demontrer, utilisant seulement la Theorie des Nombres classiques 
des propositions analogues a celles quOon obtient par la TAN decrivant la Comete de Goldbach utilisant les 
modeles MI(k)'(pi,e ,p n ) et done en particulier la variante de la Conjecture de Hardy et Littlewood, tout 
comme la Conjecture faible de Goldbach. 

De la meme facon que le modele MI est analogue au modele equiprobable M eq I expose dans lCarticle 
(5) , et qudon a defini un modele M eq l'(pi,e ,p n ) analogue au modele independant MI'(pi,e ,p n ), on peut 
definir un modele equiprobable M eq I(k)'(pi,e ,p n ) analogue au modele independant MI(k)'(p!,e ,p n ). On 
obtient facilement en procedant comme pour le modele M eq I, que chaque modele independant et son 
analogue equiprobable ont une esperance equivalente quand k tend vers lQnfini. 

En realite, la variante de la Conjecture de Hardy et Littlewood ne represente quGapproximativement 
les proprietes de la Comete de Goldbach pour k dans [5000,100000]. En effet dGapres cette variante, on 
devrait trouver sur la Comete des points se rapprochant tangentiellement une de la courbe (k,r min (k)) avec 
rmin(k)=0.66k/(Log(k)) 2 correspondant aux naturels ayant 2 pour seul diviseur premier ou 2 et quelques autres 
diviseurs premiers grands. Or sur la comete de Goldbach, la courbe minimale observee presente une 
ordonnee nettement plus elevee que la courbe y(k)=0.66k/(Log(k)) 2 (environ 15% en plus). On pourrait en 
conclure que le modele MI(k)'(pi,..p n ) nOest pas assez precis puisquQl conduit a obtenir la variante de la 
Conjecture de Hardy et Littlewood qui nOest pas illustree par la Comete de Goldbach. Cependant, on peut 
interpreter cette difference de 15% dome autre facon: 

Comme on lGa vu dans lCEtude dQine fonction par la TAN 4A7a), on peut considerer que les tests 
illustrent partiellement la proposition P2 I(k) ' (p i ?( § pn) (r(k)), prenant E(X I(k)(p i ; .. ;Pn) r(k))a Ci (k )-( P i ; .. ;Pn) k/(Log(k)) 2 . 
Ainsi, on peut penser que les tests effectues ne determinent pas r(k) pour k assez grand pour que soit illustree 
la proposition P2 I(k )-( P ie >pn ) (r(k)) bien que celle-ci soit vraie. 

Ainsi, on remarque que pour k dans [10000,90000], l/Log(k) est de lOordre de 10%. De plus pour 
obtenir la variante de Hardy et Littlewood, on a obtenu un equivalent de E(X I(k )- (p i ; e ,pn>r(k)) en utilisant : 
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fc/2 



1 k/2 



E(X ! r(k))* 7 ^^ 7VY x(l + —— + ?-—). 



i=500 Log(k)Log(k - i) (Log(k)) 2 
Or pour obtenir cette equivalence, on utilise lQnegalite : 
k ^ 1 > fc/2-500 

, = 5oo Log (k) Log (k - i) (Log(k)) 2 

Et done il est possible quQin equivalent plus precis de E(Xr (p i ; e ,pn>r(k)) soit, utilisant une meilleure 
approximation du terme de gauche de lQnegalite precedente : 
_k a P_ 

(Logik)) 2 * Log{k) (Log(k)Y 

a et P etant 2 reels. 

(On rappelle que pour obtenir p iA =l/Log(i) on utilise que A est un ensemble estime ddestimation a(n)=lf4 >n] 
(l/Log(t))dt, qui est la meilleure estimation simple de P(n), nombre de nombres premiers inferieurs a n). 
II est clair que pour k tend vers lQnfini, l/Log(k) tend vers 0, et done on obtient bien une expression tres 
proche de la variante de Conjecture de Hardy et Littlewood. 

D&pres ce qui precede, on peut obtenir une meilleure estimation de E(Xi(k)'( P i,.., P n) (r(k)) en remplacant dans 
la proposition precedente P2 I(k)(plj e >pn) (r(k)) donnant un equivalent de E(X I(k)(plj pn) (r(k)) k/(Log(k)) 2 par 
lQntegrale 2l^ ?k / 2 ] (l/(Log(x)Log(k-x))dx. (Ceci se justifie simplement si on a considere que ldensemble A des 
nombres premiers avait une evaluation probabiliste p iA =l/Log(i) pour i superieur a N A =3 au lieu de N A =501) 
Pour evaluer cette integrale, on calcule la derivee : 

d t x \ 

dx Log(x)Log(k-x) 

, et on integre ensuite les 2 termes de lOEgalite obtenue. 



EXEMPLE 4.B.7 

Etudions la Conjecture des nombres premiers jumeaux. Soit G ldensemble des nombres p premiers tels que 
(p,p+2) soit un couple de nombres premiers. A etant lGensemble des nombres premiers, on a pour tout naturel 
i, fG(i)=f A (i)f A (i+2). On sait de plus que A est inclus dans I lGensemble des naturels impairs, mais plus 
precisement A est inclus dans Kl lfjensemble des naturels dont le carre est congru a 1 modulo 24. 

On definit done les ensembles suivants, i representant toujours un naturel: 

A={i/ i premier} 

H={i /i+2 premier} 

On a done G=Az H. 

Kl est lfjensemble des naturels i tels que i 2 est congru a 1 modulo 24. On a done : 

Kl={i / i 2 congru a 1 modulo 24}. Kl est done lfjensemble des naturels congrus modulo 24 a un des elements 

de B K i, avec : 

B K i={ 1,5,7,11,13,17,19,23}. 

On a done A inclus dans Kl. 

De meme : 

KfJl={i / (i+2) 2 congru a 1 modulo 24}. KfJi est done lGensemble des naturels congrus modulo 24 a un des 

elements de B K a, avec : 

B K &={3,5,9,11,15,17,21,23} 

On definit alors K2 : 

K2={i / i 2 et (i+1) 2 sont congrus a 1 modulo 24}. On a done K2=KlZ KcL K2 est lGensemble des naturels 

congrus modulo 24 a un des elements de Bjq, avec : 

BK2={5,ll,17,23}.(DoncBK2=BKi2BKft). 

Appliquant le pseudo-Axiome des ensembles estimes a A, comme dans lfjexemple precedent, on obtient la 

modelisation : 

Pour i superieur a 501, f A (i) est modelisee par la variable aleatoire Xf A (i), avec p(« Xf A (i)=l »)=p; A 

=l/Log(i)(l+Qi)). 

II en resulte : 
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Pour i superieur a 501, f H (i) est modelisee par la variable aleatoire Xf H (i), avec p(« Xf H (i)=l »= P;h =Pi+2A- 
On sait que si i n&ppartient pas a K2, fc(i)=0 car G est inclus dans K2=KlZ KcL 
Si i appartient a K2, par definition de ipjc, A et C etant 2 sous-ensembles de N, on a: 

fG/K2(0 = f Az K2/K2(i)fHz K2/Kl(i)- 

Utilisant le pseudo-Axiome de lQntersection des ensembles estimes applique a (A,K2,K1), puis le pseudo- 
Axiome de lQnclusion des ensembles estimes a (Az K2,K2), on obtient : 
Pour i superieur a 501, fAzK2/ia(i) est modelisee par X AZ K2/K2(i), avec : 

P( « X AZ K2/K2(i)=l »)=PiA/piKl=3p iA . 

De meme, en procedant de la meme fa9on pour H et KCl : 

Pour i superieur a 501, fHzK2/K2(i) est modelisee par X HZ K2/K2(i), avec : 

P( « X HZ K2/K2(i)=l »)=PiH/piKa=3p i+ 2A. 

Appliquant alors le pseudo-Axiome des variables independantes au couple (X AZ K2/K2(i), X HZ K2/K2(i)), on 
obtient que ces variables aleatoires peuvent etre considerees comme definies sur le meme espace et 
independantes, et appliquant la propriete de correspondance on obtient : 
Pour i appartenant a K2, « fG/K2(i)=l » est modelisee par lOevenement « Xf G/K2 (i)=l », de probabilite 

PiG/K2=9piAPi+2A- 

(On aurait pu obtenir le meme resultat en ecrivant : 

G=Gz K2=(Az K2)Z (Hz K2), puis en appliquant le pseudo-Axiome de lQntersection des ensembles estimes 
2 ieme forme a (Az K2,Hz K2,K2), ce qui permet dcbbtenir p;G=PiAz K2PiHz K2/piK2 puis a (A,K2,K1), 
(H,K2,KQl), ce qui permet dcbbtenir P;azk2=P;a P;k2 /Piki et P;hzk2=P;h P;k2 /piKa puis le pseudo-Axiome de 
lQnclusion des ensembles estimes a (G,K2)), ce qui permet dcbbtenir p;G/K2=PiG /pua, et finalement P;g/k2 

=PiAPiH/(PiKlPiKa)- 



499 n 

II en resulte, ecrivant G(n) = 2_jfc 0) + zl fc (') et utilisant une variante immediate du Theoreme 4.A.7, 

i=l (=501,ieA:2 

que la proposition: 

P(U(3)) :« G est un ensemble estime dCfcstimation : 

« k k ~ 

g(n) = J, 9 PiAP i+ iA * 9P X 2 x 77 77772- = "( 3 ) x 77 77777 > avec U3)=3/2» 



a une pseudo-preuve aleatoire. (On justifiera plus loin la notation P(U(3)). 
Nous verrons quQl existe des modeles beaucoup plus precis que celui qucbn a utilise. 

Or on a montre plus generalement (On est dans le cas 1 de l&tude dQine fonction par la TAN 4A7a)) que la 
proposition: 
Q(U(3)) : « II existe b tel que G est un ensemble estime ddestimation g(n), avec: 

" m ( .... gM . -t )M» 



n^oo a{2>){nl{Log{n)y 
a une pseudo-preuve aleatoire. Si cette proposition est illustree par des tests, elle a une explication aleatoire 
interessante car elle n& jamais ete demontree classiquement. Comme on lck vu dans lclEtude theorique 
4.A7a), plus proche est la valeur observee bde 1, valeur predite par le modele suppose exact, meilleur est la 
qualite du modele et plus interessante est ldexplication aleatoire. On remarque que Q(U(3)) entraine la 
Conjecture faible des nombres premiers jumeaux (G est infini) tout en etant illustree par des tests si elle est 
vraie, et done si Q(U(3)) est illustree par des tests (tracant g(k)/(k/(Log(k)) 2 ), la Conjecture faible des 
nombres premiers jumeaux a une pseudo-preuve aleatoire interessante, et aussi une explication aleatoire 
puisqudelle n& jamais ete prouvee classiquement. On rappelle aussi qucbn peut definir une proposition 
Q(U(3),B1) plus precise que Q(U(3), en bornant le distance P-l | par Bl). 

On peut generaliser et ameliorer le modele presente ici en l&meliorant en remarquant que Kl est ldensemble 
des naturels congrus a 1 ou 5 modulo 6, e'est-a-dire lCfcnsemble 1(3) introduit dans lctxemple 4.B.6 
precedent. Ceci justifie la notation P(U(3)), avec U73)=3/2. II est evident qucbn peut obtenir une estimation de 
g(n) de fafon analogue en remplafant Kl par I(pi,e ,p n ) ou pi,..,p n sont les n nombres premiers consecutifs 
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apres 3. On obtient dans ce nouveau modele une constante Up>i,e ,p n ), telle que les propositions 

P(U(pi,e ,p n )) et P(U(pi,e ,p n ),Q ont des pseudo-preuve aleatoires. 

On rappelle que la Conjecture de Hardy et Litlewood concernant les nombres premiers jumeaux peut 

sdexprimer sous la forme P(2C2) : 

P(2C2) : « G est un ensemble estime dGestimation g(n)=2C2n/(Log(n)) 2 », C2 etant la constante intervenant 

dans la Conjecture de Goldbach proposee par Hardy et Littlewood (voir Exemple 4.B6 precedent, C230.66). 

II en resulte, si les tests illustrent la validite de cette Conjecture, que la modele MI '(3) est de tres bonne 

qualite considerant sa simplicite puisque 1.5 est tres proche de 1 .32. (On remarque que ceci est encore plus 

manifeste si on ecrit : 

3 1 

- = 2x(l T ) = 2C 2 

2 (3-1) 2 

On peut done conjecturer que la constante Up>i,e ^n^U definie plus haut tend vers la limite 2C2 (pour n 
tend vers lQnfini). Si ceci est confirme par des tests, ou est demontre utilisant la Theorie des Nombres 
classiques, il est clair que la Conjecture de Hardy et Littlewood pourra etre approchee asymptotiquement par 
des propositions P(L| 1 ) (C'est-a-dire U tend vers 2C2 ) ayant une pseudo-preuve aleatoire. On pourra obtenir 
explicitement la Conjecture elle-meme en utilisant le pseudo-Axiome suivant : 

Pseudo-Axiome 4.B.7a)(de la limite) : 

Si on obtient des propositions P(Q) ayant des pseudo-preuves aleatoires, P(Q) dependant seulement du reel 
l|, et tel que la suite Q tende vers la limite LJ,, alors lorsque le pseudo-Axiome de la limite est valide pour la 
suite (P(Q)), alors P(l|,) est vrai. 

Justification intuitive : 

Ce pseudo-Axiome de la limite est evident intuitivement car d&pres ses hypotheses on peut approcher 

dOaussi pres qudon veut P(Q,) par des propositions ayant une pseudo-preuve aleatoire. 

On utilisera ce pseudo-Axiome de la limite quand les modeles Mi permettant debbtenir les propositions P(Q) 

sont de plus en plus precis. 

En utilisant ce pseudo-Axiome de la limite, on voit que pour obtenir que la Conjecture des nombres premiers 
jumeaux a une pseudo-preuve aleatoire, il suffit de montrer classiquement que Up>i,e ,p n ) tend vers 2C2 
quand n tend vers lQnfini. Ceci se ramene a un probleme classique de la Theorie des nombres concernant les 
ensembles N/pN. 

Pour resoudre ce probleme, on peut montrer que le modele MT(pi,e ,p n ), obtenu en remplacant Kl par 

I-(pi,e ,p n ) conduit a obtenir Q^Up^e ,p n ) tendant ver 2C2 de la fafon suivante : 

On pose maintenant : 

Kl=I-( Pl ,e ,p„). 

KCl={i dans N tel que i+2 appartient a Kl } 

K2=KlzK& 

En procedant exactement comme dans lf£xemple precedent avec Kl=I-(3), on obtient que le modele 

MI-(p!,e ,p n ) conduit a obtenir que la proposition: 



1 „P 



iK 2 



(P iKl ) 2 



X » 



P(U) :« g(n)aUk/(Log(k)) 2 , avec : a n 

ypiKx. 

a une pseudo-preuve aleatoire. 

On a deja obtenu p iK i dans le Corollaire 4B6Bb). 

Pour calculer p iK 2, on doit calculer le nombre dOElements i de p(A(p],e ,p n ) (defini dans lf£xemple 

precedent) tel que i+1 appartienne aussi a p(A(pi,e ,p n )), identifiant A(pi,..,p n ) avec N/2p!e p n N. 

Montrons alors le Theoreme suivant : 

THEOREME 4B7b) : 

p lv .,p n etant n nombres premiers consecutifs apres 2, le nombre dOElements i de p(A(p],e ,p n )) tel que i+2 

appartient a p(A(p],e ,p n )) est egal a (p r 2)e (p n -2). (Identifiant A(pl,e ,pn) avec N/2pi,..,p n N) 

On notera ji(p(A(pi,..,p n )))={i appartenant a p(A(pi,..,p n ) tel que i+2 appartient a p(A(pi,..,p n ))} et 

j 2 (p(A(pi,e ,p n )}= {i appartenant a p(A(pi,..,p n )) tel que i-2 appartient a p(A(pi,e ,p n )). 

Demonstration (par recurrence) : 
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Dans le cas ou n=l, on est dans lcExemple precedent, ou on a vu : 

Card(ji(p(A(3)))=Card({5})=l=3-2. 

Done le Theoreme est vrai pour n=l. 

Supposons quOon ait montre le Theoreme pour p(A(pi,..,p n _i)). 

Onposej,(p(A(pi,e ,p n -i)))={hi,„.i,e ,h s>n _i} 

Ldensemble des elements i de A(pj,e ,p n ) tels que ni i ni i+2 ne sont divisibles par pi,..,p n -i est done : 

B={hi,„.i,e ,h Sj „.i,e .,2pie p„.i(pn-i)+hi,„.i,..,2pie p n _i(p n -i)+h s>n _i} 

DCapres lchypothese de recurrence : 

Card(B)=p n ( Pl -l)e (p n .rl). 

ji(p(A(pi,e ,p n ))) est constitue des elements i de B tels que ni i ni i+2 ne sont divisibles par p n , e'est-a-dire les 

elements i de B qui : 

a) ne sont pas de la forme i=ap n .(a dans A(pi,e ,p n -0) 

b) ne sont pas tels que (i+2) = ap n . 

Si on pose : 
C={i appartenant a B tel que i=ap n , a naturel} 
D={i appartenant a B tel que (i+2)=ap n } 
On a done :J!(p(A(p!,e ,p n )))=B/(CUD). 
De plus il est evident que C et D ont une intersection vide. 

DCautre part C est ldensemble des naturels i de A(pi,..,p n ) congrus a p n modulo p n , et tels que i ndest pas 
divisible par p^e ,p n .i ni i+2. 

Et on a vu dans le Lemme4B6Be) que ldensemble des naturels congrus a p n modulo p n dans A(pi,e ,p n ) 
contenait exactement un representant de chaque element de N/2p!..p nl N et etait egal a ldensemble de ces 
representants. C correspond done a lOEnsemble des naturels ap n dont le representant appartient a 
ji(p(A(p!,e ,p„.i))). 

On en deduit Card(C)=Card(ji(p(A(pi,e ,p n -i))))=(pi-2)..(p n _i-2) dCapres lchypothese de recurrence. 
De meme Card(D)=Card(J2(p(A(p,,e ,p n . 1 ))))=(pi-2)..(p n . 1 -2) 
On obtient bien : 
Cardai(p(A(p lv .,p n )))=Card(B)-Card(C)-Card(D)=( Pl -2)e(p n -2). 

On deduit du Theoreme precedent, pour Kl=T(p b e ,pj : 
_ ( Pl -2)...(p„-2) 

PiK2 

2p v ...p„ 
Et done dGapres le Corollaire 4B6Bb) donnant lOexpression de p iK i et celle donnee par la Remarque 4B6Bc) : 

P«2„ 1 _,n« 1 



«„ = x- 



^d-TT-^r) 



PiKX JiKX W (Pi-V 

On obtient bien que L[ tend vers 2C2 pour n tend vers lQnfini. 

On voit done quQl est tres possible que la Conjecture des nombres premiers jumeaux (forte et faible) ne 
puisse pas etre prouvee de facon classique, mais seulement en utilisant la TAN comme pour la Conjecture 
de Goldbach. 



REMARQUE 4.B.7c) : 

On peut obtenir des resultats tres interessants en utilisant la Pseudo-Axiome 4.B.7a) de la limite. En 
effet supposons quOon ait montre que pour tout reel p tel que 0<p<l la proposition suivante P2(p) (analogue a 
une des propositions de lCEtude dOane fonction par la TAN 4A.7a))ait une explication aleatoire : 
P2(p) : « II existe 2 fonctions positives 8i p (k) et 82 P (k) definies sur N* et tendant vers et il existe un naturel 
N p tel que pour tout n superieur a N p , I p (k) etant lQntervalle [l-8i p (k),l+82 P (k)] : 

(La fonction F(i) etant definie sur N*, et F(i)»F A (i), F A (i) etant une fonction connue) ». 
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On remarque que si P2(p) est vraie, si on redefinit les intervalles I p (k) pour k inferieur a N p , ldexpression 
precedent e est vraie pour tout n, cQest a dire quOon peut prendre N p =l. 

Considerant alors une suite p ; tendant vers 1 et appliquant le pseudo-Axiome 4.B.7a) de la limite a la 
suite de propositions (P2(p ; )) N *, on obtient que la proposition P2(l) est vraie. Or on obtient immediatement 
que la proposition P2(l) est equivalente a : 

« H existe 2 fonctions positives 8i ( k) et e 2 (k) definies sur N* et tendant vers telle que pour tout i dans N*, 
definissantl(k)=[l-si(k),l+8 2 (k)]: 

F(i) 

II est done immediat quOon obtient la proposition suivante PI a une pseudo-preuve aleatoire: 

PI :lim(^)=l 

Appliquant ce qui precede a la proposition P2(S(n)) de la Remarque 4. A. 7b), remarquant quOon aurait pu 

dans cette proposition remplacer 0.98 par nQmporte quel reel p avec 0<p<l, on obtient que la proposition 

suivante, cdest a dire Pl(S(n)) a une pseudo-preuve aleatoire: 

,. . S(n) 
lim ( „ v ) =1 



YjP ia 



On obtient done alors le Theoreme 4.A.7) sans utiliser la Loi Forte des Grands Nombres generalisee. 
De meme, on remarque que dans la proposition P2 M i(r(k)) (Etude de la fonction r(k) par le modele simple 
independant MI), on aurait pu remplacer 0.98 par nQmporte quel reel p tel que 0<p<l. DCapres ce qui 
precede, on obtient done que la proposition suivante P2 M iiim(r(k)) a une pseudo-preuve-aleatoire : 

P2 M m m (r(k)) : « lim( — -) = 1 » 

-» (i/(Log(i)) 2 

Appliquant le meme raisonnement a la proposition P2 I(k ) 7I ( P i ; e >pn ) r(k)) (Etude de la fonction r(k) par le modele 
independant MI(k)7t(pi,e ,p n )) (On rappelle p 1; e ,p n sont les n premiers nombres premiers differents de 2), 
on obtient, i appartenant a ldensemble F(ti,e .,t r ) contenant les naturels pairs ayant pour autres diviseurs 
premiers que 2 ti,..,t r , que la proposition suivante a une pseudo-preuve aleatoire: 

PMI(k)7i(pl,..,pn)lim(r(k)) : « 

lim( — ) = 1 ». 

'*° C I(k)rr(p ^ pn) {t„..,t r ){H^Sii)) ) 

Or on a vu : 

r f._\ 

]im(Cl(k)^l,...,pn)(tl,..Jr))=C2Y\(- L ^r) 

«->°° ^ 4- tj—Z 

On obtient done, appliquant a nouveau le pseudo-Axiome 4.B7b) de la limite aux propositions PMi(k)7i(pi,.., P n) 
pour n tend vers lQnfini, que la proposition suivante P h .l.g a une pseudo-preuve aleatoire : 

Phlg : nr(i) *C 2 T] - 1 x 6 



5.CONCLUSION 

Ainsi on a montre comment la TAN permettait de montrer que des propositions concernant les decimales 
dQrrationnels ou des sous-ensembles de N avaient des explications aleatoires, e'est-a-dire des explications 
rationnelles basees sur le hasard, sans avoir ete demontrees classiquement ni leur negation. 
II semble certain que bien que souvent ces explications aleatoires soient tres simples, ces propositions n&ient 
pas de demonstration classique. Par exemple si on considere la proposition « Si I est ldensemble des naturels 
i inferieurs a n tels que la i eme decimale de Log(3),a5, ' coincide, alors I est infini », il semble impossible de 
prouver cette proposition en utilisant les Axiomes classiques de la Theorie des nombres, alors que cette 
proposition peut etre obtenue tres simplement par la TAN, qui permet dOobtenir aussi lOestimation i(n) de I. 
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Comme dans lOetude de la Conjecture faible de Goldbach (5) , on a vu que la TAN permettait non 
seulement de prevoir que certains ensembles etaient finis, infinis ,vides ou non vides, mais aussi de prevoir 
certaines de leurs caracteristiques, par exemple leur estimation. II semble impossible dcbbtenir ces 
caracteristiques si particulieres sans utiliser les modeles statistiques obtenus par la TAN. 

H reste a realiser des tests, afin de verifier lQmportance et la validite de la TAN concernant les 
decimales dQrrationnels et les ensembles estimes. En particulier, il faudrait verifier en effectuant des tests la 
validite de la variante de la Conjecture forte de Goldbach de Hardy et Littlewood, et celle concernant les 
nombres premiers jumeaux dont on a donne une pseudo-preuve aleatoire dans cet article. Si tel nOetait pas le 
cas, il faudrait trouver des modeles plus precis que ceux present es dans cet article. 

II reste aussi a demontrer la Loi Forte des Grands Nombres generalisee quQDn a conjecturee, mais ceci est un 
probleme classique de probabilite. II faudrait aussi comme on 1& vu etudier les predictions des modeles 
MI(k) '(pi,e ,p n ), et Meql(k) '(pi,..,p n ) pour les faibles valeurs de k (k dans [1000,100000]) et verifier si elles 
permettent de justifier 1 aspect de la Comete de Goldbach pour ces faibles valeurs. 

Un resultat extremement interessant obtenu dans cet article est d&voir donne une explication 
aleatoire a des propositions comme la variante de la Conjecture de Hardy et Littlewood concernant la 
Conjecture forte de Goldbach et la Conjecture forte des nombres premiers jumeaux. 

References : 

l.E.J Borowski, J.M Borwein,Mathematics, Collins Dictionnary (GB 1984) 

2.J.P Delahaye, Merveilleux nombres premiers, Belin (Paris 2000) 

3.M.R SpiegelJ.S Schiller,R.Srinivasan,.Pro&aM/?;y and statistics, .McGraw Hill (2000) 

4. P. Roger, Probabilites statistiques et processus stoc/ias?/gMes,Pearson(France 2004) 

5.T.Delort, Theorie Aleatoire des Nombres -Partie I .-Conjecture faible de Goldbach. , Extrait du livre 

Theories ddor, Editions Books on Demand, Paris (2010) 

6.0.Rioul, Theorie des probabilites, Lavoisier (2008),Paris. 

7. Hardy and Littlewood, On the expression of a number as a sum of primes, Acta mathematica,(1923). 



Theorie Mathematique Platoniste-Theorie Aleatoire des Nombres 1Q5 



NOTES 1 



Theorie Mathematique Platoniste-Theorie Aleatoire des Nombres 1Q6 



NOTES 2 



Theorie Mathematique Platoniste-Theorie Aleatoire des Nombres 1Q7 



NOTES 3 



Theorie Mathematique Platoniste-Theorie Aleatoire des Nombres 1Q8 



